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Vorwort zur ersten Auflage. 


Mit dem hiermit der Öffentlichkeit übergebenen Werke komme 
ich einer sehr liebenswürdigen Aufforderung der Verlagshandlung 


@.J. @öschen nach, ihr für die „Sammlung Schubert“ einen Band 


über Zahlentheorie zu liefern,..,,der das Thema in moderner Weise 
bis zu den quadratischen Formen einschließlich, ja bis zu den Zahlen- 
körpern“ behandeln, dabei aber der Tendenz dieser Sammlung ent- 
sprechend so geschrieben sein solle, daß das Buch von jedem ver- 
standen werden könne, der die Mathematik der höheren Schulen sich 
zu eigen gemacht hat. Nach Abfassung meiner anderen zahlen- 
theoretischen Schriften konnte ich mich zur Übernahme einer solchen 
Aufgabe nur entschließen, indem ich das Schwergewicht eben in jenen 
Höhepunkt des zu behandelnden Gebietes verlegte, mich dabei jedoch 
auf den quadratischen Zahlenkörper beschränkend. Zu solcher Be- 


‘ schränkung nötigte mich schon allein der vorgesehene Umfang des 


Bandes zugleich mit der gedachten Tendenz, die gerade für die ab- 
strakte zahlentheoretische Betrachtung eine gewisse Breite der Dar- 
stellung unerläßlich macht. Ich habe deshalb auch, um für die 
Theorie der quadratischen Formen und des quadratischen Körpers 
den erforderlichen Raum zu gewinnen, in bezug auf die Elemente 
der Zahlentheorie, die auch kaum einer „modernen“ Behandlung zu- 
gänglich gewesen wären, mich kürzer fassen und mit den notwendigsten 
und wichtigsten Betrachtungen begnügen müssen. Bei der Lehre 
von den quadratischen Formen habe ich dann versucht, [die ver- 
schiedenen vorhandenen Auffassungen des Gegenstandes zu einem 
einheitlich geschlossenen Ganzen zu verknüpfen. Dies gelingt wesent- 
lich mittels jder Zahlengitter, durch welche einerseits eine anschau- 
liche geometrische Deutung der Verhältnisse, andererseits in ihren 
Gitterzahlen die innere Verbindung zwischen den Formen und dem | 
Körper und die eigentlichen Grundelemente für die Ideale des 
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letzteren gewonnen werden. Durch solche ungezwungene Verkettung 
der verschiedenen Glieder dürfte nicht nur ein ästhetisch befriedigendes 
systematisches Gebilde, sondern auch tiefere Einsicht und Verständnis 
vom Wesen des Gegenstandes erzielt worden sein. 

Die Tendenz meines Werkes, dem ich in Anbetracht der in ihm 
behandelten Zahlenkörper und -Gitter den Titel: Grundlehren (nicht: 
die Grundlehren) der neueren Zahlentheorie gegeben habe, ist er- 
sichtlich die gleiche, wie diejenige der neuerdings im Teubnerschen 


Verlage erschienenen Vorlesungen über Zahlentheorie von J. Sommer. 


Doch unterscheidet sich von diesem Werke das meinige nicht nur 
darin, daß es weniger hoch hinauf geht und, dem Charakter der 
Schubert-Sammlung gemäß mehr auf den Anfänger berechnet, den 
Elementen größere Berücksichtigung widmet, sondern auch in einem 
engeren Anschlusse an die Auffassungen Dedekinds bei der Theorie 


des quadratischen Körpers und vielleicht in einer noch flüssigeren 


Verschmelzung beider Theorien, derjenigen der Formen und des 
Körpers, in ein Ganzes. So hoffe ich, daß es neben dem des Herrn 
Sommer bestehen und ein Publikum finden werde, das sich durch 


dasselbe mühelos zu den reizvollen Gebieten zahlentheoretischer 


Forschung leiten und von der Art ihrer Ergebnisse unterrichten 
lassen will. | 


Weimar, den 22. Juni 1907. | 
Paul Bachmann. 


Zum Gedächtnisse von Paul Bachmann. 


Als heute vor einem Jahre der Tod Paul Bachmann die Feder 
aus der nimmermüden Hand nahm und damit ein arbeitsreiches, echt 
deutsches Gelehrtenleben zum Abschlusse brachte, fand sich das Manu- 
skript für diese Neuauflage der Grundlehren der neueren Zahlen- 
theorie abgeschlossen vor. Es war ihrem Verfasser eine ganz besondere 
Freude gewesen, daß von ihnen eine neue Auflage notwendig ge- 
worden war, deren Drucklegung selbst noch besorgen zu können, ihm 
leider nicht mehr beschieden sein sollte. Mir, der ich dem Verstorbenen 
nahe treten durfte und dessen Freundschaft ich als eine der wert- 
vollsten Errungenschaften meiner Jenenser Jahre ansehe, lag es nun 
ob,. die ihm wiederholt gegebene Zusage, nach seinem Tode die 
Herausgabe seiner Bücher zu übernehmen, einzulösen. 

Da diese zweite Auflage ohne Bachmanns Geleit erscheinen 
muß, so sei es mir gestattet, an Stelle eines Vorwortes kurz des 
Lebens und Wirkens meines ehrwürdigen Freundes zu gedenken. 

Paul Bachmann wurde am 22. Juni 1837 in Berlin geboren, wo 
sein Vater an der dortigen St.-Jakobi-Kirche als Pfarrer wirkte. Nach- 
dem er im Frühjahr 1855 mit dem Zeugnis der Reife das dortige 
Friedrich-Wilhelm-Gymnasium, an dem er Schellbach zu seinen Lehrern 
zählte, verlassen hatte, widmete er sich zunächst in Berlin dem Studium 
der Mathematik. Im Herbste 1856 siedelte er dann nach Göttingen 
über, was für seine wissenschaftliche Richtung von ausschlaggebender 
Bedeutung werden sollte. Dort war im Jahre vorher Gauß gestorben 
und Dirichlet, der bis dahin in Berlin gewirkt hatte, sein Nachfolger 
geworden. Eines der größten Verdienste Dir:chlets wird es stets 
bleiben, durch seine Vorlesungen über Zahlentheorie, die durch ihn 
den Lehrplänen unserer Universitäten eingefügt sind, das Verständnis 
von Gauß’ monumentalen Disquisitionesarithmeticae weiteren 
wissenschaftlichen Kreisen erschlossen zu haben; bis dahin waren sie 
nur von wenigen gelesen worden und nicht zuletzt durch eine Menge 
störender Druckfehler auch schwer lesbar. Allein Dirichlets wegen ist 
Bachmann oftenbar nach Göttingen gegangen, und in erster Linie hat 
er seine Vorlesungen gehört. Sofort im Winter 1856/57 hörte er 
bei ihm Zahlentheorie zusammen mit einem seiner hervorragendsten 
Schüler, Dedekind, der selbst schon als Privatdozent an der Göttinger 
Universität tätig war und später die Dirichletschen Vorlesungen heraus- 
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gegeben hat. -Dem Einflusse dieser Vorlesung verdankt Bachmann 
sicherlich seine Vorliebe für die Zahlentheorie, die ihn bestimmte, 
sich später ganz dieser Königin der Mathematik zu widmen, und ihn 
zu der einzigartigen Persönlichkeit, als die ihn die Fachgenossen ge- 
kannt haben, entwickeln ließ. Seit jener Vorlesung verbanden Bach- 
mann enge Beziehungen mit Dedekind, mit dem er auch die große 


Liebe zur Musik teilte. Bei Dirichlet. hörte Bachmann auch noch die 


Vorlesungen über bestimmte Integrale, partielle Differentialgleichungen 
und Kräfte, die im umgekehrten Verhältnis des Quadrates der Ent- 
fernung wirken; sonst besuchte er noch eine Vorlesung Dedekinds 
über Gleichungen und ARiemanns über elliptische und Abelsche 
Funktionen. Vom Herbste 1858 an studierte Bachmann wieder in 
Berlin, vornehmlich bei Kummer, bei dem er auch am 24. März 1862 
mit der Arbeit de substitutionum theoria meditationes 
quaedam promovierte. 

Im Frühjahr 1864 habilitierte sich Bachmann an der Universität 


Breslau mit der Arbeit de unitatum complexarum theoria; 


dort wurde er 1867 zum außerordentlichen Professor ernannt und ihm 
1873 eine etatmäßige a. o. Professur übertragen. Zwei Jahre später 
folgte er einem Rufe als Ordinarius an die damalige akademische 
Lehranstalt in Münster i. W. In den Jahren seiner akademischen 
Lehrtätigkeit hielt Bachmann häufig Vorlesungen über sein Lieblings- 
gebiet oder auch über einzelne Teile desselben, wodurch er nicht 
wenig dazu beigetragen hat, der Zahlentheorie einen dauernden Platz 
unter den Vorlesungen an unseren Universitäten zu sichern. Be- 
- sondere Genugtuung bereitete es ihm, die Zahl der Freunde und Er- 
forscher dieses Gebietes ständig wachsen zu sehen, und es ist mir un- 
vergeßlich, mit welcher Freude er ungefähr vor einem Jahrzehnt, als 
ich selbst ihm erzählt hatte, daß ich im kommenden Semester wieder 
Zahlentheorie lesen würde, feststellte, daß dann an zwölf deutschen 
Universitäten gleichzeitig. über dieses Gebiet gelesen würde. 

Die zahlreichen Veröffentlichungen Bachmanns über zahlen- 
theoretische Fragen aufzuzählen und zu würdigen, ist hier nicht der 
geeignete Ort. An dieser Stelle soll näher nur auf seine Werke, die 
in Buchform vorliegen, eingegangen werden, da sich in ihnen seine volle 
Eigenart, aus allen Arbeiten und Forschungen über ein zahlen- 
theoretisches Teilgebiet eine einheitliche Darstellung in klarer, mög- 
lichst leicht verständlicher Form und in künstlerischer Abrundung zu 
schaffen, am schärfsten ausprägt. Diese Werke stammen mit einer 
einzigen Ausnahme sämtlich aus der Zeit nach seinem 1890 erfolgten 
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Ausscheiden aus dem akademischen Lehramte. Die Pläne zu ihnen 
sind älter, aber erst, als er von allen amtlichen Pflichten befreit war 
und im Ruhestande in Weimar lebte, konnte er daran denken, an 
ihre Ausführung heranzugehen. Als erstes Werk erschienen im Früh- 
jahre 1892 seine Vorlesungen über die NaturderIrrational- 
zahlen, in denen alle Untersuchungen über diese Zahlen, ihre arith- 
metische Bestimmung und ihre tieferen Eigenschaften, die sie in alge- 
braische und transzendente Irrationalzahlen zu teilen gestatten, dargestellt 
und zum Schlusse die Beweise von Hermite und Lindemann über die 
Transzendenz der Zahlen e und z wiedergegeben werden. 

Noch im Herbste desselben Jahres konnte Bachmann — in Aus- 
führung seines großen Planes, eine Gesamtdarstellung der 
Zahlentheorie in ihren Hauptteilen zu geben — den ersten 
Teil derselben, die Elemente der Zahlentheorie, erscheinen 
lassen. Er wollte nach seinen eigenen Worten in diesem seinen 
Lebenswerke in Einzeldarstellungen die verschiedenen Hauptgebiete 
der Zahlentheorie in ihrem wesentlichen Inhalt und in ihren cha- 
rakteristischen Zügen zeichnen, um von den hauptsächlichsten For- 
schungen, durch die sie gewonnen worden sind, Kenntnis zu geben, 
und um in ihrer Gesamtheit eine umfassende Darstellung des heutigen 
Standes der Zahlentheorie zu liefern. In diesem ersten Teile hat er 
mit Benutzung des Gruppenbegriffes alles das dargestellt, was Gauß 
in den ersten fünf Kapiteln seiner Disq. ar. behandelt hat. Zwei 


Jahre später folgte als zweiter Teil die analytische Zahlen- 


theorie, in der zum ersten Male die zahlreichen Forschungen zu- 
sammenfassend dargestellt wurden, die sich auf analytische Methoden 
stützen. Als dritter Teil wurde das einzige von Bachmann während 
seiner akademischen Lehrtätigkeit (1872) erschienene Buch, seine 
Lehre vonder Kreisteilungaufgenommen, in der sich so wunder- 
voll Geometrie, Arithmetik und Algebra verknüpfen. Im Jahre 1898 er- 
schien die erste Abteilung des vierten Teiles, welcher der Arith- 
metik der quadratischen Formen gewidmet ist. Diese erste 
Abteilung gibt als Vorbereitung die Theorie der ternären Formen und 
dann die Theorie der allgemeinen quadratischen Formen. Die zweite 
Abteilung, die erst 1915 vollendet wurde, behandelt die Reduktion der 
Formen. Infolge der durch den Krieg und vor allem durch den frevel- 
haften Umsturz hervorgerufenen wirtschaftlichen Nöte konnte diese 
vollständig druckfertig vorliegende Abteilung leider bis jetzt noch nicht 
veröffentlicht werden, trotzdem nach dem übereinstimmenden Urteile 
aller Mathematiker, die das Manuskript kennen gelernt haben, ein ganz 
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ausgezeichnetes Werk vorliegt. Als letzter (1905) erschienener Teil der 
Gesamtdarstellung ist die Arithmetik der Zahlenkörper zu ver- 
zeichnen, welcher nur ihre allgemeine Arithmetik wesentlich auf Grund 
der Dedekindschen Theorie gibt, weil bei dieser Theorie — gegenüber der 
von Kronecker — die Grenzen der reinen Zahlentheorie nicht über- 
schritten werden mußten. Ein weiterer Teil über spezielle. Zahlenkörper 
ist leider nicht über Vorarbeiten hinausgediehen. Sind inzwischen 
auch manche Untersuchungen, vor allem im zweiten Teile dieser 
Gesamtdarstellung von der Forschung überholt, so hat sie dadurch 
nichts von ihrer hohen wissenschaftlichen Bedeutung verloren; sie gibt 
eine verhältnismäßig leichte und schnell orientierende Einführung 
in das weite und schwer zugängliche Gebiet der Zahlentheorie und 
stellt eine wissenschaftliche Leistung dar, wie sie keine andere Nation 
in der Zahlentheorie, deren wichtigste Fortschritte fast nur deutschen 
Forschern zu danken sind, aufzuweisen hat. | 
Für die Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften (1. Band, 
2. Teil) hat Bachmann die beiden Artikel: Niedere Zahlen- 
theorie und Analytische Zahlentheorie verfaßt, welche der 
Anlaß zur Entstehung des Werkes Niedere Zahlentheorie wurden, 


das in zwei Bänden 1902 und 1910 erschien. Der erste Band 


behandelt wieder die multiplikative Zahlentheorie, unterscheidet sich 
aber durch anderweitige Begründung und vielfach abweichenden In- 
halt, so z. B. die ausführliche Behandlung der Theorie der qua- 
dratischen Reste und die Theorie der höheren Kongruenzen, ganz 
wesentlich von den Elementen. Eine besonders große und fühl- 
bare Lücke in der mathematischen Literatur füllt der zweite Band aus, 
der als additive Zahlentheorie bezeichnet ist und Forschungen 
umfaßt, die in der Zeit von Fermat bis Euler ihre Blütezeit er- 
lebten, während sie jetzt wenigen bekannt sind; sie fanden hier zum 


ersten Male eine zusammenfassende Darstellung, für die Bachmanns 


große Darstellungskunst trotz des losen Zusammenhangs der einzelnen 
Probleme durch die Art der Problemstellung und die benutzten Ge- 
dankenreihen ein einigendes Band zu schaffen wußte. 

Als letztes Buch schrieb Bachmann in der schmerzlichsten Zeit, 
die Deutschland jemals erlebt hat, unter der er als aufrechter, national 
gesinnter Deutscher schwer litt, das Fermatproblemin seiner 
bisherigen Entwicklung (erschienen 1919). Dieses aktuelle 
Thema hat für den ernsten Forscher ein ungewöhnlich großes ge- 
schichtliches und wissenschaftliches Interesse, da gerade der Förderung 
dieses Problems die wichtigsten Arbeiten und Entdeckungen Kummers 


ns 
et 
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zu verdanken sind, durch die vornehmlich die Vorherrschaft Deutsch- 
lands in der Zahlentheorie über alle andern Länder sich bewährt hat. 
Allen Werken Bachmanns gemeinsam ist die liebevolle Sorgfalt 
und die große Kunst, mit der er aus zahllosen, schwer übersehbaren 
Einzelarbeiten eine großzügige zusammenfassende Darstellung heraus- 
zuarbeiten wußte, wozu ihn seine Beherrschung dieses abstrakten Ge- 
bietes und seine bis in sein hohes Alter unvergleichliche Literaturkenntnis 
trefflich befähigten. Eine künstlerisch vollendete Abrundung seiner 
Werke zu erzielen, war sein stetes Bestreben. So spricht aus seinen 
mathematischen Werken der Sinn des Künstlers, der er auf musikalischem 
Gebiete war. Vielen Mathematikern ist die Liebe zur Musik eigen, und 
mancher von ihnen übt sie auf diesem oder jenem Instrument aus; selten 
' aber ist es einem von ihnen beschieden, auch in der Musik schöpferisch 
tätig zu sein, wie es von Bachmann seinen Freunden bekannt ist. — 
In der vorstehenden Würdigung ist nicht des vorliegenden Werkes 
gedacht. Über dieGrundlehren derneueren Zahlentheorie 
und das Verhältnis, in dem sie zu seinen übrigen Werken stehen, hat 
Dachmann in dem vorstehend wieder abgedruckten Vorwort zur ersten 
Auflage das Nötige selbst gesagt. Die Veränderungen, welche das von 
ihm für die neue Auflage hinterlassene Manuskript aufweisen, be- 
schränken sich auf verschiedene Korrekturen und textliche Änderungen 
im Interesse noch größerer Klarheit und leichteren Verständnisses; 
nur bei dem Reziprozitätsgesetze der quadratischen Reste finden sich 
einige größere Einschaltungen, indem eine bis auf die Jetztzeit fort- 
geführte Tabelle der vorhandenen Beweise und ferner ein zweiter Be- 
weis dieses Gesetzes Aufnahme gefunden haben. Dieser Beweis ist 
der Zellersche Beweis in der geradezu klassischen Form, die ihm von 
Frobenius gegeben, und die wohl die denkbar einfachste Form ist. Nur 
einige unbedeutende textliche Unebenheiten habe ich in dem Manu- 
skript beseitigt. | 
Bei dem Lesen der Korrekturen hat mich in dankenswerter und 
mustergültiger Weise einer meiner Schüler, Herr Dr. Herbert Markert 
unterstützt, der auch das dem Werke angefügte Sachregister her- 
gestellt hat. 
Hoffentlich ist das Werk in seiner neuen Auflage der mathe- 
matischen Welt noch ebenso willkommen, wie in der ersten Auflage. 
Möge es seinerseits mit dazu beitragen, Bachmann den ihm gebührenden 
Platz in der Zahlentheorie dauernd zu sichern. 


Jena, 31. März 1921. Robert Haußner. 
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Erster Abschnitt. 
Der rationale Zahlenkörper. 


Erstes Kapitel. 


Von der Teilbarkeit der ganzen Zahlen. 


1. Das Material, dessen Eigenschaften die Zahlentheorie zu ent- 
wickeln hat, bilden die sogenannten natürlichen Zahlen oder die 
positiven ganzen Zahlen 1, 2, 3, 4, 5,..., allgemeiner die durch die 
Null und die negativen ganzen Zahlen erweiterte, nach beiden 
Richtungen unbegrenzte Zahlenreihe 
(Z) 4, —5, —2, —1, 0,1,2,3, 45... 

"Werden Zahlen dieser Reihe irgendwie durch Additionen, Sub- 
traktionen oder Multiplikationen miteinander verknüpft, so erhält man 
bekanntlich stets wieder eine Zahl derselben Reihe. Dagegen führt 
die Division noch andere Zahlen, die gebrochenen herbei, welche 
zusammengenommen mit den ganzen die Gesamtheit der sogenannten 
rationalen Zahlen ausmachen. Nimmt man aber mit zwei Zahlen 
dieser letzteren Gesamtheit irgendeine der genannten vier Grund- 
oeperationen vor, so wird man stets wieder zu einer Zahl derselben 
Gesamtheit zurückgeführt, vorausgesetzt, was wir als selbstverständ- 
lich voraussetzen wollen, daß im Falle der Division der Divisor von 
Null verschieden sei. Man nennt nun ein System irgendwelcher 
Zahlen, welches die charakteristische, es gewissermaßen in sich ab- 
schließende Eigenschaft hat, daß, wenn eine beliebige seiner Zahlen 
mit einer beliebigen derselben durch eine der vier Grundoperationen 
verknüpft wird, die entstehende Zahl immer wieder jenem Systeme 
angehört, einen Zahlenkörper. Demnach ist die Gesamtheit der 
rationalen Zahlen ein Körper, den wir den rationalen Zahlen- 
körper nennen und mit R bezeichnen wollen. Unsere Betrachtungen 
bewegen sich bis auf weiteres ausschließlich im Gebiete dieses Körpers. 


Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie, 1 
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Wir nennen ferner Zahlenmodul eine Gesamtheit von Zahlen mit 
der engeren charakteristischen Eigenschaft, daß, wenn @« und 
beliebige ihrer Zahlen bezeichnen, auch die Summe «+ und 
die Differenz « — f derselben Gesamtheit angehört. Die Zahlen (Z) 
teilen, wie schon bemerkt, diese Eigenschaft; demnach ist die Ge- 
samtheitderrationalen ganzen Zahlenein Zahlenmodul. 

2. Es ist leicht, noch andere Zahlenmoduln anzugeben. Bezeichnen 


z.B.a, 5b, ec,... eine Anzahl irgendwelcher Zahlen (die nicht rational 

zu sein brauchen), so bilden alle Zahlen von der Form 

(1) ac+Hby+cz-+. 

d.h. alle Zahlen, welche aus diesem usa hervorgehen, wenn 

darin für &, y, %,... sämtliche ganze Zahlen gesetzt werden, offenbar 

einen Zihlenmecel) Inder Tat,. sind «a, 9%... und’a, By. 

ganzzahlige Werte der Unbestimmten &, %, %,..., also 
aa+bß+ey+..., ad+bf+ey +... 


zwei Zahlen der gedachten Gesamtheit, so bedeuten auch 
+0, BP -+, VE P 2 und 0.40 Bi, EN 
ganzzahlige Wertsysteme, und folglich gehören auch die Summe 
aa +) +R+M He HN) +... 
wie die Differenz 
8.0.0) FE PIE 
jener zwei Zahlen der gedachten Gesamtheit an. Wir bezeichnen 
diesen Zahlenmodul, also die Gesamtheit aller Zahlen 
von der Form (1), durch das Symbol 
(2) RR 
Man bemerke sogleich, daß man in einem solchen Symbole, ohne 
daß es seine Bedeutung verändert oder aufhört dieselbe Gesamtheit 


von Zahlen zu bezeichnen, den Elementen @,d,c,...noch ein weiteres 
m hinzufügen, also 
[e, 5b el 


setzen kann, so oft dies letztere selbst eine Zahl des Moduls ist. 
Denn, ist etwa 
(3) m=aa+bß-+cy-+t..., 
unter «, ß, Y, ... ganze Zahlen verstanden, so ist 

ac+by+tcx+...mu=aX +by-+tcr-+..., 
wenn 

s=ctaeu Yy=y-+Ppu, % =: H+YyUu.n. 

gesetzt wird; hiernach entspricht jedem : Systeme ganzer Zahlen 
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%,Y,%,..., u ein System ganzer Zahlen x’, y',x,..., also ist die 
Gesamtheit der Zahlen von der Form | 


ac+by+tcx+...+mu 


in derjenigen von der Form 


ac t+by+tci-+... 
enthalten; aber auch umgekehrt ist jede Zahl der letzteren Form 
eine solche der ersteren, da man sie aus ihr erhält, wenn <=«', 
y=y,%*=%,...u=0 gesetzt wird. Mithin bestehen in der Tat 
die Zahlenmoduln 


Ieabr ur a und re 


aus denselben Zahlen. — Man wird daher in einem Modulsymbole 
[a,db,e,..., m], ohne daß es seine Bedeutung verändert, auch ein 
Element » unterdrücken können, falls dasselbe durch die übrigen 
Elemente in der Weise der Gleichung (3) ausdrückbar ist. 


3. Ein einfaches Beispiel eines solchen Zahlenmoduls liefern die 
' Vielfachen einer gegebenen ganzen Zahl », nämlich die Zahlen der Reihe 


Am, —3m, —2 m —m, 
(M) 


0, m, 2m, 3m, Am, .. 


welche in unserer Bezeichnungsweise den eingliedrigen Zahlenmodul 
[r] bilden, da sie aus dem Ausdrucke mw hervorgehen, wenn der 
Unbestimmten « alle ganzzahligen Werte beigelegt werden. Ist nun 
n eine Zahl dieses Moduls, etwa n= mg, so wird m ein Teiler 


von n genannt, q heißt der Quotient — Da man mit Ver- 


tauschung der Faktorenfolge auch n = gm schreiben darf, so ist auch 
dieser Quotient ein Teiler von n und wird als solcher der zu m 
komplementäre Teiler von » genannt. 

Wir dürfen uns auf die Betrachtung der positiven Teiler einer 
Zahl n beschränken, da offenbar ihre negativen aus ihnen erhalten 
werden, wenn man jene mit entgegengesetztem Vorzeichen nimmt; 
auch die Zahl rn denken wir uns zunächst positiv. 

Ist nun m ein Teiler von 2, d.h. n=g:m, und u wieder ein 
Teiler von m», derart daß, unter y eine ganze Zahl verstanden, m = y-u 
gesetzt werden kann, so folgt n=gy-u, d.h. auch u ist ein Teiler 
von n. 

Statt dessen darf man auch sagen: Ist » ein Vielfaches von 


(eine Zahl des Moduls [»2]) und m ein Vielfaches von u (eine Zahl 
1* 
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des Moduls [u]), so ist n auch ein Vielfaches von u (eine Zahl des 
Moduls [«]); oder auch so: Ist m eine Zahl des Moduls [«], so ist der 
ganze Modul [”] im Modul [u] völlig enthalten. 

Weil n sowohl gleich 1-n als auch gleich n-1 gesetzt werden 
kann, hat jede Zahl die Einheit und sich selbst zu Teilern. Hat sie 
außer diesen selbstverständlichen beiden Teilern keinen Teiler mehr, 
so wird sie unzerlegbar, andernfalls zerlegbar oder zu- 
sammengesetzt genannt. ; 

Jeder Teiler von rn ist aber offenbar gleich oder kleiner als »; 
da es nun nur eine endliche Menge ganzer Zahlen gibt, welche kleiner 


als » sind, so hat jede ganze Zahl » nur eine endliche Anzahl von 


verschiedenen Teilern und demnach, wenn sie zerlegbar ist, einen von 
1 und von » verschiedenen kleinsten (positiven) Teiler, welcher » 
heiße, derart, daß man n==p-n’ setzen und unter n’ eine positive 
ganze Zahl <n verstehen darf. 

Die Zahl p muß unzerlegbar sein, denn, hätte sie einen von 
1 und p verschiedenen Teiler 7 <p, 50 daß p = gr gesetzt werden 
könnte, so erhielte man n=gn-z, d.h. n hätte x <p zum Teiler, 
gegen die Bedeutung von p. Ist nun auch die Zahl n’ zerlegbar, so 
hat sie einen von 1 und »’ verschiedenen kleinsten, also unzerlegbaren 
Teiler p’, so daß m = p'n” gesetzt und unter n” eine ganze Zahl 
kleiner als »’ verstanden werden darf, und man erhält n=ppn”. 
Ist auch »” noch zerlegbar, so kann man in gleicher Weise fort- 
schließen, doch nicht ohne Ende, denn die Anzahl der abnehmenden 
ganzen Zahlen 2, ”,n”,... ist nur begrenzt. Mithin muß man in 
ihrer Reihe endlich zu einer nicht weiter zerlegbaren Zahl rn”) kommen, 
die deshalb p”) heiße, und findet so die Zerlegung 
(4) NZPRD... PN 
oder den Satz: 

Jede (positive) ganze Zahl ist als ein Produkt aus 
einer endlichen Menge (positiver) unzerlegbarer Fak- 
toren darstellbar, welche übrigens voneinander ver- 
schieden oder auch ganz oder teilweise einander gleich 
sein können. Wir werden diesem Satze bald eine wesentliche 
Verschärfung hinzuzufügen vermögen. 

Beispiele: 

60 = 2-30 —= 2-2-.15 = 2-2.3-5. 
2. 1720 —=2-.360=2-2:.180 = 2-2-2-.90 = 2-2-2-.2-45 — 2-2-2-2-5-9 
— 2-.2.2.2-.5.3-3. 
52 9249240 —= 2-2-2-5-7-7-11-11-3-13. 
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4. Nun seien a, b zwei gegebene (positive) ganze Zahlen. Sind 
sie beide Vielfache einer dritten ganzen Zahl m, so gilt dem vorigen 
zufolge dies auch von jedem Vielfachen «x von a und von jedem 
Vielfachen 5 y von db. Da somit ax, by Zahlen des Moduls [m] sind, 
so gehört der Definition eines solchen gemäß auch ihre Summe 
ax + by, welche ganzzahlige Werte x, y auch bedeuten, ihm an, 
d.h. der ganze Modul [a, 5] ist völlig enthalten im Modul [2]. Wird 
eine Zahl m, welche sowohl Teiler einer Zahl a, als auch Teiler einer 
Zahl 5 ist, ein gemeinsamer Teiler von a und 5 genannt, so 
läßt sich das Gefundene auch so aussprechen: jeder gemeinsame Teiler 
zweier ganzer Zahlen a, 5b ist auch Teiler einer jeden Zahl von der 
Form a@ + by, wenn darin «, y ganze Zahlen bedeuten. 


Dies vorausgeschickt, sprechen wir nun einen Satz aus über die 
Beziehung jeder beliebigen Zahl zu einer gegebenen Zahl »,.der für 
alles Folgende geradezu als Grundsatz bezeichnet werden darf, 
nämlich den 

Satz: Jede positive oder negative ganze Zahl n 
kannin die Form 


(5) n=qm-+r 
gesetzt werden, worin g, r ganze Zahlen, und zwar die 
letztere eine Zahl aus der Reihe 0,1, 2,..., m — list. In 


der Tat, entweder ist n ein Vielfaches von m, also von der Form (5), 
wenn r=( gedacht wird, oder » ist zwischen zwei aufeinander- 
folgenden Vielfachen gm und (q—+ 1)m der Zahlenreihe (Z) ent- 
halten, d. h. mit einer der Zahlen 


am +1, qm+2, qm+3..,. qm+-m—1 


identisch. Die Darstellung von » in der Form (5) ist zudem ein- 
deutig bestimmt; wäre nämlich auch n=gq m-+r', wo r ebenfalls 
eine Zahl der Reihe 0, 1,2, ...., m — 1, so ergäbe sich ” —r=(g—gq):m 
als Vielfaches von m, während doch r’—r absolut kleiner als m ist, 
demnach kann es nur Null, also r—=r und daher dann auch q =q 
sein. Die nach diesem Grundsatze völlig bestimmte Zahl g heißt 


das größte in — enthaltene Ganze:qg=E ee): r heißt 


der Rest, welchen die Zahl » in bezug auf m oder modulo m läßt. 


Diesem Grundsatze zufolge wird man, wenn a, b zwei beliebig 
gegebene (positive) Zahlen bezeichnen, eine Gleichung ansetzen dürfen: 


- (6) a=ba-+b, 
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woo=E () und 5,, ganze Zahlen, die letztere aus der Reihe 


0, 1,2,...,5—1 also <b ist. Gleicherweise darf man, wenn 5, 
von Null verschieden, | 
b=bhn+b 


setzen, ww, = E (}) und d, ganze Zahlen, die letztere aus der Reihe 
Sl 


0, 1,2,...,d, — 1, also < b, ist, und so wird man fortfahren können, 
doch nicht ohne Ende, denn die Menge der abnehmenden positiven 
ganzen Zahlen 5, d,, 55, ... ist nur begrenzt. Mithin muß man end- 
lich zu einer der vorigen ähnlichen Gleichung kommen, in welcher 
aber der Rest Null ist, so daß der Prozeß damit endet. Man ge- 
winnt also eine endliche. Reihe von Gleichungen von der Form: 


RD, eainteb; 
b bh a + 
ı =b :% +b 
b,—2 wa; b,_1' + b, 
Da == b; .Oy, 
die man als den, den Zahlen a, 5b entsprechenden Kuklidischen | 
Algorithmus zu bezeichnen pflegt. Da nach der ersten dieser 


Gleichungen 
b, =(* 1 Fr b-a 


ist, besteht infolge einer in Nr. 1 gemachten Bemerkung die Gleich- 
heit der Moduln 
la,d] und [a5, 5], 
und, weilnuna=b-«a + b,-1 ist, auch die Gleichheit der Moduln 
la, b, b,] und [d, b,] ) 
mithin findet sich 
le, b] a7 [b, b,] . 


Mittels der ferneren Gleichungen des Euklidischen Algorithmus 
(7) ergibt sich ebenso 


B,d6)=lb, 6), Bd, ll, bj]; . 


endlich auch [d,-ı, d,| = [b,]. Diese Gleichungen zusammenfassend, 
erhalten wir als Resultat die Gleichung 


(8) | la, 2] = [b,). 








x 
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Ihr zufolge ist jede Zahl des Moduls [a, d], insonderheit also 
_ auch a und 5 selber ein Vielfaches von 5b,, oder die durch den KFuklid- 
ischen Algorithmus (7) bestimmte Zahl d, und daher auch jeder Teiler 
von 5b, ist ein gemeinsamer Teiler von a, 5. Andererseits wissen wir 
bereits, daß jeder gemeinsame Teiler von a, 5 auch Teiler jeder Zahl 
von der Form «x + by, d.h. jeder Zahl des Moduls [a, 5] oder des 
ihm identischen Moduls [b,], insbesondere also auch Teiler von db, selbst 
ist. Hieraus folgt der 
Satz: Die gemeinsamen Teiler von a,b sind identisch 
mit den sämtlichen Teilern der durch den Euklidischen 
Algorithmus (7) bestimmten Zahl 5b,, welche selbst solch 
ein Teiler und daher von ihnen allen der größte iist. Der ge-. 
nannte Algorithmus dient also dazu, den größten ge- 
meinsamen Teiler der Zahlen a,5 zu bestimmen. 


Da endlich nach (8) b, eine Zahl des Moduls [ae, 5], d. h. von der 
Form a@x + by ist, gibt es ganze Zahlen «a, £ derart, daß die 
Gleichung 
(9) aa+bß=b, 
stattfindet. 

Beispiel: Für die Zahlen a = 3378, b = 1059 wird der Buklıd- 
ische Algorithmus: 

3378 = 3-1059 + 201 
1059 =5- 201 + 54 
201 =3- 54 + 39 
54=1- 39+ 15 
EEE Kae 
It, E9-756 
g—Tr-...6-# 3 
BFSZN Ar: 


mithin ist 3 größter gemeinsamer Teiler von 3378 und 1059. Um ihn in der 
Weise der Gleichung (9) mittels dieser Zahlen darzustellen, schreibe man 
vorstehende Gleichungen, von der vorletzten beginnend, folgendermaßen: 


3=1- 9—]1: 6 
6=1- 13 —1- 9 
9:64,53 3975 2-15 
55=1- 54 — 1: 39 
39=1- 201 — 3: 54 
54 = 1.1059 — 5- 201 
201 = 1-3378 — 3:1059; 
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durch fortgesetzte Substitutionen in die erste dieser Gleichungen er- 
hält man allmählich die Gleichungen: 


= 29 FED 
3=— 5- 15+ 2- 39 
3= 1. 839 — 5. 54 
3=— 26. 54 + 7. 201 


3 =, 7137: 2077-7 26-1059 
3= 137.3378 — 437-1059, 
deren letzte die gesuchte Gleichung ist. 


5. Man nennt zwei Zahlen a, 5b, indem man von dem ihnen stets 
gemeinsamen Teiler 1 absieht, zwei Zahlen ohne gemeinsamen 
Teiler oder relativ prime oder teilerfremde Zahlen, wenn sie 
außer der Einheit keinen gemeinsamen Teiler haben. Dies wird offen- 
bar dann und nur dann der Fall sein, wenn ihr durch den Euklidischen 
Algorithmus bestimmter größter gemeinsamer Teiler 5, gleich 1 ist. 
Demnach besteht in diesem Falle für gewisse ganzzahlige Werte 
a, # die Gleichung 


(10) ace+bß=l, 
oder die unbestimmte Gleichung 
(11) ac+by=1l 


istin ganzen Zahlen x, y auflösbar. Die Auflösbarkeit dieser 
Gleichung in ganzen Zahlen x, y für den Fall teilerfremder «a, 5 ist, 
wie sich zeigen wird, das folgenreichste Ergebnis, welches aus der 
fundamentalen in Gleichung (5) ausgesprochenen Tatsache der Zahlen- 
theorie gezogen werden kann. Wir schließen daraus sofort den Satz: 


Sind.a,b5 zwei teilerfremde undc eine dritte ganze 
Zahl, so ist jeder gemeinsame Teiler von ac und 5 auch 
ein gemeinsamer Teiler von c und b. Denn, multipliziert 
man die Gleichung (10) mit c, so ist der gemeinsame Teiler von a c 
und 5 auch gemeinsamer Teiler ihrer Vielfachen a c-« und 5-ßc und 
somit auch von deren Summe 


aca + b-Pfe—=c. 

Sind also auch ce, 5 teilerfremd, so können ac und 5 nur die 
Einheit zu gemeinsamem Teiler haben, d.h. auch sie sind teilerfremd, 
und wir schließen den Satz (Euklidischer Fundamentalsatz): 

Sind zwei Zahlen a,c teilerfremd zu d,soist auch ihr 


Produkt ac teilerfremd zu d. — Und hieraus folgt leicht all- 
gemeiner: Sind a,aa’,... und 5, b’,b’,... zwei Reihen von beliebig 


au 
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viel Zahlen, von denen jede Zahl der ersten Reihe relativ prim 
ist zu jeder Zahl der zweiten Reihe, so ist auch das Produkt 
aaa... relativ prim zum Produkte 5b’ 5b”... Denn dem vor- 
stehenden Satze zufolge ist a a, also auch aa-a”, usw., endlich 
das Produkt aaa’... zu jeder der Zahlen 5, b’, 6’, ... oder jede 
dieser Zahlen zu jenem Produkte teilerfremd, demnach ist auch 5 5', 
also auch 5 b’-b, usw., endlich das Produkt b b’ 5b’... teilerfremd 
zuaa@a ..., w.z.b.w. Nimmt man die ersteren Zahlen alle gleich 
a, die letzteren alle gleich 5 an und nennt k und % ihre Anzahl resp., 
so schließt man insbesondere, daß für teilerfremde a, 5 auch beliebige 
positive ganze Potenzen a”, b* teilerfremd sind. 


Man nennt nun eine positive ganze Zahl p eine Primzahl, 
wenn sie die Eigenschaft hat, daß jedes Produkt ganzer Zahlen nur 
dann durch p teilbar ist, wenn wenigstens einer der Faktoren dieses Pro- 
duktes es ist. Demnach ist jede Primzahl eine unzerlegbare Zahl, denn, 
wäre p = a-b eine Zerlegung von p in zwei von 1 und p verschiedene 
Faktoren, so wäre das Produkt a-5 und doch keiner der Faktoren, 
da sie kleiner sind als p», durch p teilbar, mithin könnte p keine 
Primzahl sein. Aber jede unzerlegbare Zahl » ist auch Primzahl; 
denn sonst gäbe es ein durch » teilbares Produkt von Faktoren, deren 
keiner durch n teilbar ist und folglich, da n nur die beiden Teiler 1 
und r hat, mit » nur den Teiler 1 gemeinsam haben kann; jeder 
dieser Faktoren wäre also teilerfremd mit » und daher wäre dies auch 
ihr Produkt, welches doch im Gegenteil durch r teilbar vorausgesetzt 
ist. Man sieht aus diesen beiden Momenten, daß Primzahlen und 
unzerlegbare positive ganze Zahlen ein und dasselbe sind. 


Nun hatten wir für jede positive ganze Zahl rn eine Zerlegung 
in unzerlegbare positive Zahlen nachgewiesen von der Form (4); die 
Faktoren derselben dürfen daher jetzt auch als Primfaktoren be- 
zeichnet werden. Gäbe es nun noch eine zweite Zerlegung von n in 
Primfaktoren, etwa durch die Gleichung 


n=4949 ...9, 
so erhielte man die Gleichheit 
(12) ppp ...p"=qg...q"” 
zweier Zahlen, deren rechtsstehende infolge derselben durch den Prim- 
faktor p der linksstehenden teilbar wäre. Daher müßte einer der 
Faktoren rechts, etwa die Primzahl g den Teiler p haben, und da q 


als unzerlegbare Zahl nur die Teiler 1 und g besitzt, deren erster von 
p verschieden ist, müßte qg mit dem Teiler p identisch, qg=p sein. 
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Somit höbe sich aus (12) rechts und links der a p und qg fort 
und man erhielte die UNE 
PP ...PM=g...g, 

die nun ähnliche Schlüsse gestattet. Solange auf der einen oder der 
andern Seite noch ein Primfaktor sich findet, muß auch die andere 
-Seite durch ihn teilbar sein, was seine Identität mit einem Prim- 
faktor der anderen Seite ergibt, und somit erkennt man, daß nicht 
nur beiderseits gleich viel, sondern auch genau dieselben Primfaktoren 
befindlich, daher die beiden Zerlegungen der Zahl » miteinander 
identisch sein müssen. Man findet folglich den nachstehenden Satz, 
welcher den Satz (4) wesentlich vervollständigt, und als Funda- 
mentalsatz von der Teilbarkeit ganzer Zahlen bezeichnet 
werden soll: | 

Jede positive ganze Zahl n kann auf eine eindeutig 
bestimmte Weise als ein Produkt aus einer endlichen 
Anzahl von Primfaktoren dargestellt werden. — Indem 
man die etwa untereinander gleichen dieser Primfaktoren immer in 
eine Potenz zusammenfaßt, nimmt solche Darstellung die Form an: 


(13) n= pp. 
worin 9,9, ,... verschiedene Primzahlen, 0,0, ,... positive 
ganze Exponenten bedeuten. 


Beispiele: 
| 60 = 22.31.51 720 = 2.32.51, 
9249240 = 23. 31.51.7?.112-131, ATOE == 25.31.73 
6554 = 21.33.11?. 


6. Ist d der größte gemeinsame Teiler zweier Zahlen a, 5 und 
(14) d-—= 00, DAB: 


so müssen «a, b teilerfremd sein; denn, hätten sie einem von 1 ver- 
schiedenen gemeinsamen Teiler d, so dß « —=dau, b —=0P gesetzt 
werden könnte, unter «, $ ganze Zahlen verstanden, so ergäbe sich 


a=.d.ö:a, b=dö-ß 


und a, 5b hätten den gemeinsamen Teiler dd > d. Umgekehrt wird 
d der größte gemeinsame Teiler von a, 5 sein, wenn die Formeln (14) 
statthaben, und a’, 5’ darin teilerfremd sind. Denn, ist d der größte 
gemeinsame Teiler von a, b, so muß d als gemeinsamer Teiler dieser 
Zahlen ein Teiler von d oder Öd ein Vielfaches von d, do —=dd sein; 
da aber a=da, b=db durch d=dd), d. h. die teilerfremden 
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Zahlen «a, b’ durch d’ teilbar sein sollen, muß X =1, d.h.d=d 
sein, w.z.b.w. . 

Man nennt eine Zahl, welche sowohl durch «a als durch 5 teilbar, 
d. h. ein Vielfaches jeder der beiden Zahlen a, 5b ist, ein ge- 
meinsames Vielfaches vona, b. Soll ein Vielfaches von a, 

EUR, 
auch Vielfaches von 5, d. h. durch 5 teilbar sein, so muß den 
Gleichungen (14) gemäß da’x durch db’ oder a’x durch 5’ teilbar 
sein, was erfordert, daß z durch 5’ teilbar sei, da a’, b’ teilerfremd 
sind. Man setze demgemäß x = b y, wo y ganzzahlig gedacht wird; 
dadurch erhält jedes gemeinsame Vielfache von a,b die Gestalt 
ab 


m—=aby— Ed 


Jede Zahl dieser Gestalt ist aber auch wirklich ein gemeinsames 
Vielfaches von a, 5b, da man schreiben kann 


Zzyzuby=bay, 
ab 


und unter allen Zahlen dieser Gestalt ist ersichtlich die Zahl EF die 


kleinstee Man gewinnt so folgenden 
Satz: Die gemeinsamen Vielfachen zweier Zahlen a, 5 sind identisch 
mit den sämtlichen Vielfachen ihres kleinsten gemeinsamen Vielfachen, 
welches man erhält, wenn man ihr Produkt durch ihren größten ge- 
meinsamen Teiler dividiert. 
Das kleinste gemeinsame Vielfache zweier teilerfremden Zahlen 
a,b ist sonach ihr Produkt ab, denn in diesem Falle ist d=1. 
Man kann diese Betrachtungen verallgemeinern. Sind 


(15) EEE 


. beliebig viel ganze Zahlen, so haben sie, da jede von ihnen nur eine 


endliche Anzahl von Teilern hat, auch nur eine endliche Anzahl ge- 
meinsamer Teiler und somit auch einen größten gemeinsamen 
Teiler. Die sämtlichen gemeinsamen Teiler der Zahlen (15) sind 
identisch mit den Teilern dieses ihres größten gemeinsamen Teilers. 
Man beweist dies durch allgemeine Induktion: der Satz steht schon 
fest für zwei Zahlen; wir nehmen an, er gelte sogar bereits für die 
Zahlen d,c,..., und folgern ihn für die um eins größere Anzahl der 
Zahlen (15), und damit seine allgemeine Gültigkeit. Nach der An- 
nahme ist, wenn d den größten gemeinsamen Teiler der Zahlen b, c, .... 
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bedeutet, jeder ihnen gemeinsame Teiler auch ein Teiler von d, wie 
ddenn auch umgekehrt jeder Teiler von d ein gemeinsamer Teiler 


der Zahlen 5b, c,... sein muß. Daher muß jeder gemeinsame Teiler 
aller Zahlen (15), da er sowohl ein Teiler von a, als auch ein ge- 
meinsamer Teiler der Zahlen 5, e,.... ist, nach der Annahme auch 


ein Teiler von d, daher ein gemeinsamer Teiler der beiden Zahlen 
a, 6 und somit nach dem schon Bewiesenen ein Divisor ihres größten 
gemeinsamen Teilers, den wir d nennen, sein. Dieser aber ist selbst 
ein gemeinsamer Teiler aller Zahlen (15), da er sowohl in a als auch 
in d, und daher, wie bemerkt, auch in d,c,... aufgeht; und er ist 
von allen ihren gemeinsamen Teilern der größte, da eben jeder andere 
gemeinsame Teiler aller Zahlen a, d,c... ein Divisor von d ist. Auch 
leuchtet ein, daß jeder Divisor von d zugleich mit d ein gemeinsamer 
Teiler aller Zahlen a,b, c,.... sein wird. Somit stimmen die Teiler 
des größten gemeinsamen Teilers d aller Zahlen (15) und die ihnen 
gemeinsamen Teiler in der Tat überein. 
Ist d der größte gemeinsame Teiler der Zahlen (15) und 
(16) a din: De db, CHOR 
so sind «,b',c,... Zahlen ohne einen (von Eins verschiedenen) ge- 
meinsamen Teiler; denn, hätten sie einen solchen d, so daß man setzen 
könnte | 
0. ==, BD 0R: Mr 
so ergäbe sich 
00.020; b>= 00-B; RER 


und die Zahlen (15) hätten den Teiler dd > d gemeinsam, entgegen der 
Bedeutung von d. Umgekehrt wird d größter gemeinsamer Teiler 
der Zahlen (15) sein, wenn die Gleichungen (16) stattfinden, während 
d,b',c,... ohne gemeinsamen Teiler sind; denn wäre d der größte 
gemeinsame Teiler von a, b, c,..., so müßte d, weil den Gleichungen 
(16) zufolge ein gemeinsamer Teiler der Zahlen a, b, c,..., ein Teiler 
von Ö oder Ö ein Vielfaches von d, dö=dd’ sein und da die Zahlen 
(16) durch Ö teilbar wären, fände sich d’ als ein gemeinsamer Teiler 
von @,b,c,... also gleich 1 und somit d =d. 

Eine Zahl m, welche Vielfaches von jeder der Zahlen (15) ist, 
heißt ein gemeinsames Vielfaches derselben. Das kleinste derselben 
hat die Eigenschaft, daß seine Vielfachen mit den sämtlichen gemein- 
samen Vielfachen der Zahlen (15) identisch sind. Dieser Satz steht 
schon fest für zwei Zahlen; nehmen wir an, er gelte auch bereits 
für die Zahlen 5, c,..., so daß, wenn u deren kleinstes gemeinsames 
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Vielfache bedeutet, jedes gemeinsame Vielfache derselben ein Viel- 
faches von u, und umgekehrt jedes Vielfache von u ein gemeinsames 
Vielfaches von d,c,... sei. Da nun jedes gemeinsame Vielfache aller 
Zahlen a,d,c,... sowohl ein solches von a, als auch ein gemeinsames 
Vielfaches von b,c,..., also der Voraussetzung nach auch von u, 
daher ein- gemeinsames Vielfaches von a und « und somit, wir schon 
bewiesen, von deren kleinstem gemeinsamen Vielfachen ist, welches m 
heiße, so ist jedes gemeinsame Vielfache aller Zahlen a,d,c...ein 
Vielfaches von m. Diese Zahl m ist aber selbst ein solches gemein- 
sames Vielfaches, da sie sowohl ein Multiplum von a als auch von «, 
‘und daher nach Voraussetzung von 5d,c,...ist, und sie ist das 
kleinste aller solchen Vielfachen, da jedes andere, wie gesagt, ein 
Vielfaches von m ist. Auch leuchtet ein, daß mit m» zugleich 
jedes Multiplum von m ein gemeinsames Vielfaches aller Zahlen 
a,b,e...sein muß. Somit stimmen die Multipla des kleinsten 
gemeinsamen Vielfachen von a, db, c,... mit ihren sämtlichen gemein- 
samen Vielfachen überein, und die Allgemeinheit des behaupteten 
Satzes ist durch die allgemeine Induktion bewiesen. 

Das kleinste gemeinsame Vielfache mehrerer Zahlen a,b, c,..., 
die zu je zweien teilerfremd sind, ist gleich ihrem Produkte. Dieser 
Satz ist schon festgestellt für zwei solche Zahlen; nehmen wir an, er 
gelte auch schon für die Zahlen db, c,..., so ist deren kleinstes ge- 
meinsames Vielfache u gleich dc... Dem zuvor Bewiesenen zufolge 
ist aber das kleinste gemeinsame Vielfache » aller Zahlen (15) 
gleich demjenigen der Zahlen a und u, und folglich, da a nach der 
Voraussetzung zu jeder der Zahlen 5b, c,... also auch zu ihrem Pro- 
dukte u teilerfremd ist, gleich dem Produkte au =abe... 


Zweites Kapitel. 


Von der Kongruenz der Zahlen. 


1. Nach der Grundtatsache der Zahlentheorie läßt jede positive 
oder negative ganze Zahl, durch eine gegebene ganze Zahl m geteilt, 


einen bestimmten Rest aus der Reihe der Zahlen 0,1,2,..,m—]1. 
Sind n, nr’ zwei ganze Zahlen und 
(1) n=qm-+r, n"=qm-+r, 
O<r<m—|], O<r <m-—]1) 


so heißen rn, rn’ nach m oder modulo m gleichrestig oder 


# 
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kongruent, wenn die Reste r, » einander gleich, sie heißen in- 
kongruent nach m, wenn r, r voneinander verschieden sind. Da 
im ersteren Falle die Differenz 
| n—n = g).m 
durch m teilbar oder eine Zahl des Moduls [»»] ist, im anderen Falle 
aber diese Differenz 

n—n=(—g)m+r—r 
nicht durch m teilbar ist, weil dann r — r’ eine von Null verschiedene 
Zahl der Reihe — (m — 1), — (m — 2),..., (m — 2), (m — ]) ist, 
dürfen wir auch sagen: die Zahlen », n’ sind nach m kongruent oder 
inkongruent, je nachdem ihre Differenz n—n' dem Modul [»»] an- 
gehört oder nicht. Im ersteren Falle setzen wir nach Gauß 


(2) n=n (mod. m) 
und nennen eine Beziehung dieser Art eine Kongruenz. 
Hier gelten folgende einfache Grundregeln: 
1. Sind zwei Zahlen ”’, »” einer dritten Zahl » (mod. m) kon- 


gruent, so sind sie es auch untereinander. Denn die vorausgesetzten 


Kongruenzen 
nzn, n=n" (mod. m) 


besagen, daß die Differenzen n — n', n— n” Zahlen des Moduls [] 
sind, demnach gehört auch ihre Differenz 
(n — mn) —- (nn —- n)=n —n 
diesem Modul an und somit ist n’ = n" (mod. m). 
2. Aus zwei Kongruenzen | 
(3) n=n, N= N’ (mod. m) 
erschließt man auch die durch Addition, Subtraktion und Multiplikation 
derselben hervorgehenden Kongruenzen 
Nenn EN] 
(4) n— N=zn"— N, (mod. m). 
nN=n N 
Denn nach (3) sind die Differenzen na — n', N— N’ Zahlen des 


Moduls [»]; daher ist auch sowohl ihre Summe als auch ihre Differenz, 
d.h. sowohl | 


n+N—(n" +N) alsauh n— N) —- (mW"—N) 
eine Zahl desselben Moduls, was die beiden ersten der Kongruenzen 
(4) aussagen. Aber auch die Vielfachen (an — n’)-N und (N — N’).n’ 














\ 
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der in [m] enthaltenen Zahlen na —n, N — N’ gehören (vor. Kap., 
Nr. 2,3) dem Modul [»] an, somit ist auch ihre Summe 
(n— n")N+(N—- N)W"„=nN—Nmw 
eine Zahl des Moduls [2], wie die dritte der Kongruenzen (4) be- 
hauptet. 
3. Aus der Kongruenz 


(5) nN=n N (mod. m) 
folgt die andere: 

ER SR m 
(6) n=n' (mod. 7) 


wenn d den größten gemeinsamen Teiler von m und N bedeutet. 
Denn nach (5) ist die Differenz (rn — »’)N teilbar durch m; setzt 
man nun m=dm, N=dN', so daß m’, N’ teilerfremd sind, so 
muß, da (a — n)N’ teilbar ist durch m’, der Faktor na — n’ durch 
m 
d 

Hiernach darf in einer Kongruenz ein etwa vorhandener gemein- 
samer Faktor beider Seiten nur dann unterdrückt werden, wenn er 
zum Modul teilerfremd ist, denn aus (5) ergibt sich nur dann not- 
wendig n=n' (mod. m), wenn d=1 ist. 

4. Aus der Kongruenz 


m —=— teilbar sein, wie die Kongruenz (6) aussagt. 


-(7) n=n (mod. m) 


folgt auch für jeden Teiler d von m die Kongruenz 

(8) n=n (mod.d); 

denn, ist die Differenz » — n’ eine Zahl des Moduls [2], so ist sie, 
da dieser (Kap.1, Nr.2) völlig im Modul [d@] enthalten ist, auch eine 
Zahl dieses letzteren Moduls und die Kongruenz (8) erfüllt. 

5. Besteht die Kongruenz zweier Zahlen r, »’ nach verschiedenen 
Moduln a,b,c,..., so besteht sie auch nach deren kleinstem ge- 
meinsamen Vielfachen m. Denn die Differenz n — rn’ muß, wenn sie 
ein Vielfaches jeder der Zahlen a,d,c,... ist, zugleich auch ein 
solches von m sein. — Sind insbesondere-die Moduln a, d,c,... zu 
je zweien teilerfremd, so folgt aus der Kongruenz zweier Zahlen n, ” 
nach allen jenen Moduln ihre Kongruenz auch nach deren Produkt, 
denn jetzt ist (Kap.1, Schluß) das kleinste gemeinsame Vielfache m 
der Moduln gleich diesem Produkte. 

2. Nach diesen Regeln ergibt sich ein wichtiger Satz. Sei nämlich 


() War ta, att+...+mc+% 


a a ee Zt 
$ e “ Ge WE EA E07 


Hd 
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eine ganze Funktion der Unbestimmten & mit ganzzahligen Koeffizienten 

Ay %_ + Ay; für jeden ganzzahligen Wert der Unbestimmten nimmt 

sie gleichfalls einen ganzzahligen Wert an. Wenn nun «a, f zwei nach 

m kongruente Zahlen bedeuten, so folgt aus der wiederholten Multi- 

plikation der Kongruenz 

(10) ß =« (mod. m) 

mit sich selbst für jeden ganzzahligen Exponenten © die Kongruenz 
P= ai (mod. m), 

und, wenn diese mit der selbstverständlichen anderen: « = a; (mod. m) 

multipliziert wird, auch 


(11) aß" =a;e® (mod. m); 

die Addition endlich der den Werten <=k k—1,...,2,1,0 ent- 
sprechenden Kongruenzen (11) ergibt offenbar die folgende: 

(12) f()=f(«) (mod. m) 


und somit den 9atz: 


Die Werte, welche eine ganze Funktion von x mit 
ganzzahligen Koeffizienten für zwei einander kon- 
gruente Werte der Unbestimmten x annimmt, Sind 
selbst kongruent. 

Schreibt man z. B. die Zahl 9523 in der gewöhnlichen dekadischen 
Form 

9523 = 9-10? + 5-10? + 2-10? +3 = f (10) 
und beachtet, daß 10 =1 (mod. 9) ist, so ergibt sich 
rı10)=f(l) 
323=9+5+2+3 (mod. 9), 


d.h. der bekannte Satz: Eine Zahl gibt durch 9 geteilt denselben 
Rest, wie die Quersumme ihrer Ziffern. 

Um die inkongruenten Werte der Funktion f(x) zu erhalten, 
braucht man jenem Satze zufolge x nur alle Reste 0,1, 2,..., 
m — 1 (mod. m) durchlaufen zu lassen. Es ist nicht gesagt, daß die 
Funktion f(x) dann auch selbst alle Reste, z. B. den Rest Null (mod. ») 
ergeben wird, im Gegenteil entsteht hier eine Aufgabe, welche das 
Analogon zur Auflösung der Gleichung 
(13) f@)=0 | 
oder zur Bestimmung der sogenannten Wurzeln dieser Gleichung 
ausmacht, nämlich die Aufgabe: 

Bei gegebener Funktion /(x) diejenigen etwa vorhandenen ganz- E 
zahligen Werte © zu ermitteln, für welche die Kongruenz 


oder 


au u Ku ie 
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(14) f(&) =0 (mod. m) 


erfüllt, nämlich /(z) durch m teilbar wird. Während eine Gleichung 
(13) stets nur eine endliche Menge von Lösungen oder Wurzeln hat, 
ist die Anzahl der Lösungen einer Kongruenz (14), wenn es deren 
überhaupt eine gibt, stets unendlich groß, da, wenn f(e) =0 ist, für 
jede der unendlich vielen mit «@ kongruenten Zahlen ? = « + mx 
ebenfalls /(#) =0 ist, wie zuvor festgestellt worden. Man betrachtet 
indessen sämtliche untereinander kongruente Lösungen stets nur als 
eine einzige Wurzel der Kongruenz, und bei dieser Auffassung hat 
auch jede Kongruenz nur eine endliche Anzahl von Wurzeln. 


Ist insbesondere der Modul »n» eine Primzahl p, so gilt sogar der 
gleiche Satz, wie von den Gleichungen, daß nämlich die Anzahl 
der Wurzeln einer Kongruenz (mod.p) nicht größer sein 
kann als ihr Grad. Dabei bedarf es aber einer Definition für den 
sogenannten Grad einer Kongruenz. Da offenbar die beiden ganzen 
_ Funktionen - | 

nei ect; 


we ta , at... tacH+a,, 


falls a, teilbar ist durch p, für jeden ganzzahligen Wert von x einander 
kongruent sind (mod.p), müssen auch ihre Wurzeln identisch sein, 
d.h. diejenigen Werte von x, für welche die eine teilbar wird durch 
p, müssen auch die andere durch p teilbar machen; man darf daher, 
ohne daß sich die Wurzeln der Kongruenz 
(15) ux*+a, ,2e!+..., +02 +0=0 (mod.p) 
ändern, das durch p teilbare erste Glied, sowie auch jedes weitere, 
welches etwa durch p teilbar wäre, weglassen. Daher heißt eine 
solche Kongruenz dann und nur dann vom Grade k, 
wenn das höchste Glied, dessen Koeffizient durch p nicht teilbar 
ist, den Exponenten %k hat. Wären sämtliche Koeffizienten der Kon- 
gruenz (15) teilbar durch p, so besäße diese Kongruenz überhaupt 
keinen Grad und wäre identisch, nämlich für jedes ganzzahlige x erfüllt. 
Der oben ausgesprochene Satz beweist sich nun durch allgemeine 
Induktion. Betrachten wir zuvörderst die allgemeine Kongruenz vom 
Grade 1, nämlich 
(16) uc+W=0O (mod.p), 


wo also a, nicht durch p teilbar ist. Sie kann nie mehr als eine 
Wurzel haben, denn, sind z=a und c=ß zwei Lösungen derart, daß 


va+m=0, aP+m=0 


Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 2 
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wäre, so ergibt sich durch Subtraktion dieser beiden Kongruenzen 
a (a—P)=0 (mod.p), 
und, da a, nicht teilbar ist durch p, mußes a—ß, d.h. a=ß(mod.p) 
sein; alle etwaigen Lösungen von (16) bilden demnach nur eine 
Wurzel. — Nachdem dies festgestellt ist, nehmen wir den zu be- 
weisenden Satz auch schon für alle Kongruenzen kleineren als des 
kten Grades als bewiesen an und zeigen, daß er dann auch für die 
Kongruenz (15) vom Grade %k gilt. Hätte diese aber im Gegenteil 
mehr als % Wurzeln, mindestens also 4% +1 inkongruente Lösungen 


R,Cy,Cyy..., &%, So wäre die Differenz der beiden Ausdrücke 
u, +0, a4... Han, 
a, — 2) 3-5). El a) 


eine ganze, ganzzahlige Funktion von x, deren Grad (mod.p) höchstens -- 


k—1 ist, da die Potenz x* in der Differenz sich hebt; die Kongruenz 
(a, +a, ‚+... +0)—a,(@—@)...@—-0)=0 (mod. Pp) 
hätte aber k Wurzeln &,, &,...,«a,, da sowohl der Minuendus als 


der Subtrahendus für jeden dieser Werte von & durch p teilbar wird, 


und daher müßte die Kongruenz nach der gemachten Annahme 
identisch, mithin auch für den Wert ©=« erfüllt sein. Da aber für 
diesen Wert der Minuendus nach Voraussetzung kongruent Null ist, 
erhielte man die Kongruenz 


a,(e— 0.) (e —@,). ..(e —a,)=0 (mod. p), 


die nicht stattfinden kann, denn weder kann der höchste Koeffizient | 


a, der Kongruenz (15) noch eine der Differenzen a— a, , @—%,..., 
@—c,, da « als mit den Zahlen &,,%,...,ca, inkongruent gedacht 
ist, durch p teilbar sein, und somit kann es auch das Produkt selbst 
nicht sein. Dieser Widerspruch erweist die Richtigkeit des Satzes 
auch für die Kongruenz (15) des Grades %k und somit seine All- 
gemeingültigkeit. 

3. Indem wir nun wieder den Modul m als beliebig gegeben 
denken, wollen wir alle untereinander (mod. ») kongruenten Zahlen 
in eine Klasse zusammenfassen, die wir dann eine Restklasse 


(mod. m) nennen. Da die Zahlen 0,1,2,..., m—1 zu je zweien in- 


kongruent, also verschiedenen Restklassen zugehörig sind, jede andere 
Zahl » aber einer von jenen kongruent, also in deren Restklasse be- 
findlich ist, so gibt es m verschiedene Restklassen, die wir unzwei- 
deutig TEDTRRRDHETER können, wenn wir aus jeder von ihnen nach 
Belieben ein Individuum 
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(17) a a TREE 
herausgreifen. Denn, ist © der Rest, welchen r, (mod. m) läßt, so ge- 
hört r, der dem Reste © entsprechenden Klasse an und die durch 
r, repräsentierte Restklasse ist die Gesamtheit aller Zahlen mit dem 
Reste © (mod. m). Ein solches System repräsentierender Zahlen (17) 
nennen wir kurz ein vollständiges Restsystem oder ein. 
System inkongruenter Zahlen (mod.m). Das einfachste ist 
das System der Zahlen 
(18) | VE em L, 
welches das System der kleinsten positiven Reste heißt. 
Für den Fall eines ungeraden Moduls m heben wir ein anderes wegen 
seiner Wichtigkeit für die Folge hervor, das System der absolut 
kleinsten Reste: 


(19) 


dessen m Zahlen in der Tat zu je zweien inkongruent sind, da deren 
Differenz absolut kleiner als m und von Null verschieden und daher 
durch m nicht teilbar ist. 

Z.B. ist für m=17 das System der kleinsten positiven 
Reste: 

Be 4355,,05.,7,,8,109 510 ,°11,..12, 13, 14,.15,°16, 
dasjenige der absolut kleinsten Reste: 
—8, —7,—6,—5, —4,—3,—2,—1,0, 1,2, 3,4,5, 6,7,8; 
aber auch das System der Zahlen: 

Be 10219.97.4. 12.457248, 8, 97, 11,46, 4; 
14, —19, —1 

stellt ein vollständiges Restsystem dar, da sie den Zahlen 
des erstbezeichneten Systems der Reihe nach kongruent sind. 


Nun haben ersichtlich alle Zahlen einer Klasse (mod. m) den 
gleichen größten Teiler mit dem Modul gemeinsam. Denn, isstn=n 
(mod. m), d..h.n=n'’-- mx, so geht jeder den Zahlen ”’, m gemein- 
same Teiler auch in r, und jeder den Zahlen », m gemeinsame Teiler 
wegen "—=n—mx auch in »’ auf. Ist daher eine Zahl einer Rest- 
klasse relativ prim zum Modul, so sind sie es sämtlich, und daher 
verteilen sich alle zu »» teilerfremden Zahlen in diejenigen Restklassen 


und erfüllen auch diese, deren Repräsentanten zu m teilerfremd 
2% 
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sind. Zieht man diese aus dem vollständigen Restsysteme heraus und 
nennt sie 

(20) 053025 Ogy ++ +, Qu; 

so repräsentiert dies sogenannte reduzierte Restsystem (mod.m) 
sämtliche zu m teilerfremde Zahlen in Restklassen (mod. m) verteilt. 
Die Anzahl u dieser Klassen, d.i. die Anzahl der Zahlen 0,1,2,. 

m — 1, welche teilerfremd sind zu m, wird als eine von m abhängige 
Zahl Zwöhnlich durch das Pankliorszecnen 

21) up (m) 

bezeichnet. 

4. Man denke die Zahl » irgendwie in Faktoren a,b,c,... zer- 
legt, die zu zweien teilerfremd sind, z.B.in die verschiedenen Prim- 
zahlpotenzen, aus denen sie nach Kap. 1 zusammengesetzt ist. Dann 
wird jede Zahl n der Reihe (18) durch a,b,c,... geteilt bzw. einen 
der Reste 


0,1, 2,...,„a—1 (mod.a) 
ae: En bl] 0 73 
1) 0,1, 2,...„e—1 (mod.e) 


und folglich eine bestimmte Kombination aus je einem Elemente 
dieser verschiedenen Restsysteme ergeben. Zwei verschiedene Zahlen 
n, n' jener Reihe geben aber auch verschiedene Restkombinationen. 
Denn, wäre zugleich 


n=a(mod.a),, n=Pf (mod.b),, n=y (mod.e),... 
n=a (mod.a), "=P (mod.b), W"=y (mod.c),... 


so wären n, n’ einander kongruent nach jedem der Moduln a,b,c,..., 
also auch (Nr.1,5) nach deren kleinstem gemeinsamen Vielfachen 
a.b.c...=m, was sie doch als verschiedene Zahlen der Reihe (18) nicht 
sind. Somit: ergeben die m Zahlen (18) m=a-b.c. . verschiedene, 
d.h.alle überhaupt möglichen Restkombinationen neh den Moduln 
a,d,c,..., denn bekanntlich beträgt die Anzahl der Kombinationen 
aus a Zahlen mit 5 anderen, mit ce anderen Zahlen usw. ebenfalls 
a.-b-c... Man erhält so folgenden Satz: 

Ist @«,ß,y,.... irgendeine vorgeschriebene Kombi- 
nation ausden Restsystemen (22), so gibt es inder Reihe 
(18) eine bestimmte Zahl n, welche diese Reste läßt. 
Alle Zahlen, welche es ebenfalls tun, werden dann gegeben durch 
die Kongruenz 
(23) v"=n (mod.m); 
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denn nur solche Zahlen »’ geben, wie vorher gezeigt, dieselbe Rest- 
kombination, offenbar gibt aber auch jede mit n (mod. m) kongruente 
Zahl, da sie mit n auch (mod.a,b,c,...) kongruent ist, den gleichen 
Rest nach diesen Moduln wie r. 

Ist insbesondere » teilerfremd zu m, also auch zu a,b,c,..., 
so sind auch die Reste «, %, y,..., welche » nach diesen Moduln 
läßt, nach voriger Nummer teilerfremd zu a,d,c,...resp., wie denn 
auch umgekehrt, wenn die Reste «,ß,y,... von n nach diesen Moduln 
prim gegen sie sind, n selbst es sein, und daher auch gegen ihr 
Produkt m teilerfremd sein muß. Da nun jeder Restkombination 
@,8,y,...eine und nur eine Zahl » der Reihe (18) entspricht, so 
muß auch die Anzahl p (m) der Zahlen (18), welche teilerfremd gegen 
m sind, der Anzahl Kombinationen aus den (a) zu a, den p(b) zu 


b, den (ce) zu c,... teilerfremden Resten @,#,y,... gleich sein, 
und so ergibt sich der 

Satz: Sind a,b, c,... zu je zweien teilerfremde 
Zahlen und m=abe..., so besteht die Gleichung 
(24) py(m)=Yla)-p(b)-p (ed)... 


Diese Eigenschaft der Funktion p (m) führt, wenn die Zerlegung 
von m in Primzahlpotenzen bekannt ist, zu einem entsprechenden 
Ausdrucke der Funktion, durch welchen sie berechnet werden kann. 
Ist nämlich 

m—=p-p°.p"..., 
so erhält man zunächst nach dem voraufgehenden Satze 
(m) pp) PP )-P(p")... 

Nun ist @(p*) die Anzahl der Zahlen 
(25) O5, 29a DEE, | 
welche prim zu p%, d.h. durch p nicht teilbar sind, also offenbar 
gleich der gesamten Anzahl p“ dieser Zahlen vermindert um 
die Anzahl derjenigen dieser Zahlen, welche durch p teilbar sind, 
d.h. der Vielfachen 

0,1292-17,8.9,2 >. == 1)D; 
also erhält man die Gleichung 
(PP) —p—=pni(p—]). 
Da für die übrigen Primzahlpotenzen Entsprechendes gilt, kommt 
endlich 


(26) End 1,08 l)0° to’ — 1) 
oder 


ur y te P:3 FF Fe, Ar a Pre dm de Ten Da A Sn . 
BT Me er a a a ER 
DEE ed a > x ne 34 
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1 1 1 
26a mM)=m(1—- —\I1—--;\I1—--)]... 
Bu > ee Is 


Beispiele: 1. Für m=12=2?.3! gibt es 9 (12)=g (2?)- (3) 
— 2.2 — 4 teilerfremde Zahlen kleiner als 12, nämlich 1,5, 7,11. 

2. Für m = 20 ist 9 (20)=9(2?2)-9(Ö)—=2-4=8, es gibt also 8 
zu 20 teilerfremde Zahlen kleiner als 20, nämlich 1, 3, 7, 9, 11,13, 
115.19. | 

3. Für m = 60 ist @ (60) = 9(2?)-9 8)-p(d)=2-2-4—=16. Da- 
her gibt es 16 zu 60 teilerfremde Zahlen kleiner als 60, nämlich 


1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59. 


5. Eine weitere Eigenschaft der Funktion (m) liefert folgende 
Erwägung. Man bezeichne mit d einen Teiler von m und suche die 
Anzahl der Zahlen (18), welche mit m den größten gemeinsamen Teiler 
d haben. Sie befinden sich natürlich alle unter den Vielfachen von 
d in jener Reihe, d.h. unter den Zahlen 


 y N ua I Sal! w. = 


+ ee 


0, 1.8, 270,230. 1).d; 


irgend eins derselben, %A-d, hat aber mit m = za dann und nur dann 


dzum größten gemeinsamen Teiler, wenn % und > teilerfremd sind. 


Somit ist die gesuchte Anzahl gleich der Anzahl der Zahlen 


m 


?° teilerfremd sind, d. i. gleich 2). 


Sind nun 1, d,d’,..., m die sämtlichen Teiler von m, so hat 
jede der Zahlen (18) einen dieser Teiler zum größten gemein- 
samen Teiler mit ». Indem man also immer die Zahlen in eine 
Gruppe zusammenfaßt, denen derselbe größte gemeinsame Teiler 
mit m zukommt, erhält man in diesen einzelnen Gruppen bzw. 


EI Bee: 


Zahlen, welche zusammen alle »» Zahlen (18) ergeben müssen, mithin 
die Gleichheit 


(27) tele) + ten). 


welche einfacher mittels des Summenzeichens in der Form 


welche zu 


N \ 
ir AN EA » t . m no } 
a 5 il U a an hin a a a 








in 
a Sr 
a a: 
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(21 a) m— > 9(7)) 
d: m 
die Summation auf alle Teiler d von m bezogen, geschrieben werden 
kann.- Dividiert man aber m» durch seine sämtlichen Teiler, so er- 
hält man die Reihe der zu diesen komplementären Teiler, die in ihrer 
Gesamtheit offenbar jene Teiler in umgekehrter Reihenfolge ergeben. 
Man darf daher die yoragenüo Gleichung auch folgendermaßen 
schreiben: 
(27b) m=pgÜ)+PgA+P(A)+...+P (m) 
oder den Satz aussprechen: Bildet man die Funktion (m) für 
sämtliche Teiler einer gegebenen Zahl, so ist die 
Summe der erhaltenen Anzahlen der letzteren Zahl 
gleich. 
Beispiel: Sei m=60, so sind seine sämtlichen Teiler 

De. 229.45,.6,10,412,.157205730 „60: 
ihnen entsprechen folgende Werte 

ee en en 16: 
deren Summe in der Tat gleich 60 ist. 


6. Es ist nun sehr interessant, daß die in der Gleichung (27a) 
ausgesprochene Eigenschaft der Funktion @(m) ihren in (26a) ge- 
gebenen Ausdruck wieder gewinnen läßt. Sind nämlich allgemeiner 
f(m), v (m) zwei zahlentheoretische Funktionen, d. h. zwei Größen, 
welche mit der ganzen Zahl m zugleich bestimmt sind, und besteht 
zwischen ihnen für jeden ganzen Wert von m die der Gleichung (27a) 
analoge Beziehung 


(28) fm) — I (2) 


mittels deren die /-Funktion durch Y-Funktionen ausgedrückt wird, 
so läßt sich diese Beziehung umkehren, so daß die vW-Funktion durch 
f-Funktionen bestimmt wird. Um diese Umkehrung zu leisten, be- 
nutzt man am besten eine ausgezeichnete zahlentheoretische Funktion, 
die wir 
u (m) 

nennen wollen und folgendermaßen definieren: 

u (m) sei Null, wenn m einen quadratischen Teiler hat oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, wenn m wenigstens einen seiner Prim- 
faktoren mehrfach enthält, so daß in der Zerlegung 


(29) m = p* 2% Eu pr=D a(k—1) 
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mindestens einer der Exponenten größer als 1 ist; entgegengesetzten- 
falls, wenn also die Zerlegung von m diese wäre:. 
(29a) MERAN, 
sei u (m) = 1 oder —1, je nachdem die Anzahl k der verschiedenen 
Primfaktoren gerade oder ungerade ist; insbesondere setzen wir 
u) — 1 Rswist/sals0o2 zB} HS) nat lD) a ö)=H+1, 
u (12) = u.(2?-3)=0, usw. 

Für diese Funktion u (m) beweisen wir nun unnehet den 

Satz: Ist m>1, soist die auf alle Teiler d von m er- 
streckte Summe 


(30) | N>uo@=0. 
Öö:m 


Da u(d) für diejenigen Teiler d von m Null ist, welche einen 
mehrfachen Primteiler haben, genügt es, die Summe auf die übrigen 
ö zu erstrecken; da aber ein Teiler dö von m keine anderen Prim- 
faktoren haben kann als »» selbst, weil ja jeder Teiler von Öd auch 
ein solcher von m ist, kann d nur die Form haben 


IeppP.,. peDERD, 


wo die Exponenten Null oder positive ganze Zahlen sind, und d wird 
dann und nur dann ohne mehrfache Primfaktoren sein, wenn keiner 
der Exponenten größer als 1 ist. Die vorher gedachten übrigen Teiler 
ö von m sind also nur die folgenden: 

Die Zahl: ie 
die einzelnen Primzahlen: p,p',p”,...,p", 
die Produkte aus je zwei derselben: pp’, pp”, p'p",..., 


7.0 U m 


die Produkte aus je drei I DDDSBRD EEE 
endlich das Produkt: pp'p"... p#=», 
Die Anzahl der Zahlen Ö in diesen einzelnen Reihen beträgt 
k k(k—1) k (k—1) (k—2) 1 
1’ 142,8 1-2-3 ENTE Ä 
und, weil u (Öd) entsprechend den aufeinanderfolgenden Reihen gleich 
+1, —1, +1,..., —1)* ist, erhält man für die Summe (30) 
folgenden Wert: 
k - k(k—1) (k—2 
14H EAN, rem 


d.h. (1 — 1)" also, wenn >1, gleich Null, w. z. b. w. 


1, 
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Nachdem dies bewiesen worden, bezeichnen wir jetzt wieder mit 
ö jeden Teiler von m und multiplizieren die der Gleichung (28) ent- 


| sprechende Gleichung 
m m 
Zr) 
235 


in welcher die Summe zur Rechten nunmehr auf alle Teiler d von 


7 zu erstrecken ist, mit u (d), und summieren dann über alle Werte 


von d. So erhalten wir 


81) Tu zz (9). a) | 


Öö:m 


Durchläuft aber ö die Teiler von m und d jedesmal alle Teiler von 
5 so ist jedesmal auch dd ein Teiler von m, auch erhält man so 
alle Teiler von m, da z. B. für d=1 das Produkt dö==d alle Teiler 


von — anzunehmen hat. Vereinigt man daher in der Doppelsumme 


zur Rechten alle Glieder, in welchen sich das Produkt do‘ zu ein 
und demselben Teiler { von m zusammenfaßt: dö=t, wobei d offen- 
bar alle Teiler von ? durchläuft, so kann man die Doppelsumme auch 
folgendermaßen schreiben: 


2.’ 7) > " | 


t:m 


und man erhält, da mit Rücksicht auf den Satz (30) nur ihr, dem 
Werte {=1 entsprechendes Glied stehen bleibt, dafür den einfachen 
Wert w(m). Demnach geht aus (31) die erwähnte Umkehrungsformel 


(82) v (m) => uf 3) 


hervor. 


Im besonderen folgt also aus (27a) die Beziehung 


Pm)=Du0:-F: 
ö:m 


d.h. mit Beachtung des beim Beweise der Formel (30) Bemerkten 
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ee + m "(or +7 ar at: -) 


el TE, a pp" m a ... 
rer PP Br 


DER a 


was nichts anderes ist als die entwickelte Formel (26a): 


em=ml1—,) k ) $ (1 Ze). 


<. Wird ein vollständiges Restsystem 
(33) | RE ER tu 17, 
mit irgend einer zu m teilerfremden Zahl o multipliziert, so ent- 
stehen m untereinander inkongruente Zahlen 


(33 a) Ory, Or], ON7J,..., Of) ® h 
denn aus der Kongruenz er,=or, zweier von ihnen ergäbe sich, da ‘ 
o relativ prim zu m ist, die Kongruenz r,=r,, während die Zahlen 
(33) als inkongruent gedacht sind. Demnach bilden die Zahlen (33a) 
wieder ein vollständiges Restsystem (mod. m) und müssen, von der 
Ordnung abgesehen, den Zahlen (33) insgesamt kongruent sein. Es 
gibt also immer eine Zahl r der Reihe (33), für welche or einer be- 
liebig gewählten Zahl der Reihe (33) oder, da jede Zahl n einer von 
diesen kongruent ist, einer ganz beliebig gewählten Zahl n kongruent 
wird (mod. m), mit anderen Worten: Die Kongruenz ersten 
Grades 


(34) ex=n (mod.m) 
hat stets eine Auflösung, wenn der Koeffizient o teiler- 
fremd zum Modul ist. — Ist aber c=r eine Auflösung, so 


gibt es unendlich viele, die alle durch die Formel <= r (mod. m) 
bestimmt sind, denn mit r leistet auch jede ihr kongruente Zahl der 
Kongruenz Genüge; aber auch umgekehrt jede ihr genügende Zahl 
r muß mit r kongruent sein, da aus Se 
OLZNR SEEN 
sich 
oT, 

also auch "=[r’ (mod. m) ergibt. Die Kongruenz (34) hat also 
eine und nur eine Wurzel. 

Beispiel. Sei zu lösen 7x =—8 (mod. 12). Multipliziert man 
die Reste 








Wi > ar) Mi I 
Ri, 

2 , 

nt Be 

pr! 
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BAT 9.5485,6,..00.85.9,810, 711 
mit 7, so erhält man für die Vielfachen die folgenden Reste: 
0972.2.:974 =185: 6-7, .8,:3,-10,.5; 
von welchen 4= — 8 (mod. 12) ist, also ist die Lösung 
x=4 (mod.12), 
wofür in der Tat 7”-4= —.8 oder 7:4+8=36 durch 12 teilbar ist. 
Anders ist es mit der Kongruenz 
(34a) oc=n (mod.m), 


wenn der Koeffizient o nicht teilerfremd zu m ist, sondern einen von 
1 verschiedenen größten gemeinsamen Teiler d mit dem Modul m hat. 
Setzt man dann nämlich o=de_', m = dm’, wo nun _', m’ teilerfremde 
sanze Zahlen sind, so müßte, wenn die Kongruenz (34a) stattfände, 
n, als derselben Klasse angehörig wie o&x=d:o’x, ebenfalls mit m 
den gemeinsamen Teiler d haben, so daß n=0dn’ gesetzt werden 
könnte Andernfalls, wenn nämlich » nicht durch den größten 
gemeinsamen Teiler des Koeffizienten o und des Moduls m teilbar 
ist, wird die Kongruenz (34a) unlösbar sein. Dagegen folgt, 
wenn » durch diesen größten gemeinsamen Teiler aufgeht, aus 


e2e— n=d-(" c—n), 
daß zugleich mit oe —n auch ("x —n)d durch m = m’d, also 
0’ c—n' durch m’ aufgeht, oder es folgt aus der Kongruenz (34a) 
die andere: 

En om; 

jede Lösung der ersteren ist also auch eine solche der letzteren. Diese 
hat aber, da o’, m’ teilerfremd sind, eine Wurzel <=r (mod. m’), 
und für jeden solchen Wert von & ist auch wirklich 


ex— n=dlr—n) 


teilbar durch m, da eo x — wW"=e_or—n (mod.m), d.h. durch m’ 
teilbar ist. Alle diese Zahlen x sind durch die Formel 


(35) cs=r+mx 


gegeben, wenn darin x alle ganzen Zahlen durchläuft; dies geschieht 
aber nach der Grundtatsache der Zahlentheorie, wenn <=dy-ft ge- 
setzt wird und y alle ganzen Zahlen, i aber alle Zahlen 0,1,2,..., 
ö— 1 durchläuft. Somit erhält man aus (35) die Formel 


z=(r+m'i) my, 


oder die Ö verschiedenen Formeln 
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[ ız=r 
=r-+m 
(36) c=r-+2m (mod. m), 


e=r+(d—1)m 
welche alle Auflösungen von (34a) liefern und offenbar d Wurzeln 
(mod. m) repräsentieren, da je zwei der Werte 
vr, rm, r+2m,...,r+(—-1)m 
eine durch »» nicht teilbare Differenz ergeben. Es gilt daher der 


Satz: Ist für die Kongruenz (34a), in welcher o und m 


den größten gemeinsamen Teiler d haben, die not- 
wendige Bedingung, daß auch n durch d teilbar sei, er- 
füllt, so hat die Kongruenz Öö Wurzeln. 

Beispiele: 1. 8x=5 (mod. 12) ist unmöglich, denn 5 geht 
durch den größten gemeinsamen Teiler 4 von 8 und 12 nicht auf. 

2.82 =4 (mod. 12) gibt 22 =1 (mod.3), eine Kongruenz, der 
durch <=2 (mod.3), d..h.2c=2+35-x oder 

s=2-+3(t+4y)=2-+3t (mod. 12) 
genügt wird; die gegebene Kongruenz hat also die Wurzeln 
s=2, ı=5, <=8,.c=11 (mod. 12). 

8. Denkt man sich jetzt statt eines vollständigen Restsystems 

nur die Glieder eines reduzierten Restsystems 


(37) 015 Oaa 035 ,:..n20;, 

(mod. m) mit irgendeiner zu m teilerfremden Zahl oe multipliziert, so 
erhält man der vorigen Nummer zufolge « (mod. m) inkongruente 
Produkte 

(37a) 001, 00, 09, ++, 00,» 

die zugleich auch zu m teilerfremd sind, da die Faktoren es sind. 
Diese Produkte bilden daher wieder ein reduziertes Restsystem (mod. ») 
und müssen also, von der Ordnung abgesehen, den Zahlen (37) kon- 
gruent sein, so daß auch das Produkt der Zahlen (37a) demjenigen 
der letzteren Zahlen kongruent sein muß, in Zeichen: 


0-01 0%... 09 :..0, (mod.m). | 
Da jedoch mit den Zahlen g,, @&,..., o, auch deren Produkt zum 
Modul teilerfremd ist, läßt der gleiche Faktor beider Seiten sich heben 
und für jede zu m teilerfremde Zahl oe die Kongruenz 


e" =1 (mod. m) 
oder mit Benutzung des Funktionszeichens (m) für u die Kongruenz 
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(38) or m) =] (mod. m) 
sich erschließen. Da diese Kongruenz, die hier für jede zu m teiler- 
fremde Zahl o bewiesen ist, für eine Zahl o, welche irgendeinen 
Teiler mit m gemeinsam hat, nicht bestehen kann, da die rechte Seite 
ihn nicht auch hat, erkennt man weiter den 


Satz: Die Kongruenz 
(38a) be rw) =] (mod. m) 


hat genau so vielWurzeln,als ihr Grad beträgt, undsie 
werden durch sämtliche Glieder eines reduzierten 
Restsystems (mod.m) repräsentiert. 

Die Kongruenz (38) ist die durch Zuler gegebene Verallgemeinerung 
eines Satzes, den man unter vielen anderen wichtigen zahlentheo- 
retischen Sätzen dem Vater der modernen Zahlentheorie, dem be- 
rühmten französischen Mathematiker des 17. Jahrhunderts, Pierre Fermat, 
verdankt und welcher daher als Fermatscher Satz benannt wird. Man 
erhält diesen, wenn man den Modul m als Primzahl p voraussetzt, 
wo dann g(m)=g(p)=p—.1 wird, und die Kongruenz_ (38) die 
Form annimmt 
(39) ori=]1 (mod.p). 


In Worten: Jede durch die Primzahl p nicht teilbare 
Zahl gibt, zurp—1ten Potenz erhoben, den Rest1 (mod.p). 
Aus (39) folgt durch Multiplikation mit oe die andere Kongruenz 


(40) e=o (mod.p), 


die den Vorzug genießt, daß sie offenbar auch für Zahlen, welche 
durch p teilbar sind, also für jedwede Zahl o gilt, während für 
solche, die nicht durch p teilbar sind, daraus wieder die Kongruenz 
(39) hervorgeht. Wir können also den Fermatschen . Satz vorteil- 
hafter auch so aussprechen: 

Ist p eine Primzahl, so ist die pte Potenz jeder 
Zahl mit dieser Zahl selbst (mod.p) kKongruent. 


Beispiele: 

1. Für m = 60 ist (m) = 16; man findet 
=, ?-9=—1l1l, ’=—-T"=-—I11T, 
T=—19=-+1, also auch 7" =]. 


11!=11l, 1?=121=1, also auch 11!°=]. 
23=2, 23-99 e—l1, Be—2d—e—l1d, 
23 = — 29 = — 59=1, also auch 231%°==1 (mod. 60). 
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2. Für m=p=11 findet man 
v2, 2=4, =8, 22?=16=5, ne, 
also 21= + 1 (mod. 1m). 
3), 2=9, ab, ds, el, 
also auch 31=] (mod. 11). 
DT, Usb, Pass, Tele), 
B=21=—1, also auch 7!'=1 (mod.1]). 

3. Bildet man für den Modul m=p==19 die Reste der Al OL NAURU 
folgenden Potenzen der Zahlen 
15; 2,8, 4,5 ,.:263527,58, 97305:11,.125.13,2147 310 7010 Fre 
.so findet man, daß zuerst die Potenzen 
11, 218, 318, 49, 59, 6%, 73, 86, 99, 1018, 113, 126, 1318, 1418, 

1518 16951795182 

den Rest 1 lassen. Folglich ist, da die Exponenten 1, 2, 3, 6, 
9, 18 sämtlich Teiler von 18 sind, die 18te Potenz jeder der 
durch 19 nicht teilbaren Zahlen kongruent 1 (mod. 19). 


9. Sei jetzt p eine ungerade Primzahl, die wir zunächst größer 
als 3 voraussetzen. Da die p—1te Potenz jeder durch p nicht teil- 
baren Zahl o der Eins kongruent ist (mod. p), so gibt es auch eine 
kleinste positive Potenz von dieser Beschaffenheit. Ist o@ diese 
kleinste Potenz, also 0°=1 (mod.p), dagegen nicht 0=1, wenn 
c<.d (außer für c=0), so sagt man, oe gehöre (mod.p) zum Ex- 
ponenten d. Dieser Exponent ist stets ein Teiler von 
p—1. Es leuchtet nämlich ein, daß stets 0"=1 ist, wenn n durch 
d teilbar, n=gqd ist, denn dann ist 0" —= (oe!) =1 (mod.p), daß 
dagegen 0” nicht =1 sein kann, wenn der Exponent » nicht durch 
d teilbar, also von der Form n=gd--c ist, wo c eine der Zahlen 
0,1,2,..., d—1, denn dann wäre 

| it Zr 
gegen die Bedeutung des Exponenten d. Da nun or!=]1 ist, muß, 
wie behauptet, p — 1 teilbar sein durch d. 

Entweder ist nun für eine bestimmte Zahl o der Exponent d, zu 
dem sie gehört, gleich p — 1, also eine Zahl vorhanden, welche zu 
dem größtmöglichen Exponenten p — 1 gehört, oder dist ein echter Teiler 
von p—1 und dann d, ja sogar d-1<p—1. Da es nur einen 


zum Exponenten 1 gehörigen, d. h. die Kongruenz z!=1 (mod.p) 


befriedigenden Rest, nämlich den Rest 1 (mod. p) gibt, und da alle 
zu d oder einem Teiler von d gehörigen inkongruenten Zahlen x der 
Kongruenz «*==1 (mod. p) genügen, welche höchstens d Wurzeln hat, 
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so muß es wegen d+1<p—.1 eine Zahl 0’ geben, die zu einem 
Exponenten d’ gehört, welcher von 1 und d verschieden, auch kein 
Teiler von d ist. Dann sei d der größte gemeinsame Teiler vond,d', 
so daß d—=de, d“—=öe gesetzt werden kann, wo e, e’ relativ prim 
sind, und das kleinste gemeinsame Vielfache der beiden Exponenten 
dd’ 

Ö 
größer als dist. Die Primfaktoren von d gehen entweder in e oder in e’ 
oder in keiner dieser Zahlen auf; wir nennen die der ersteren Art p,..., 
die der zweiten p',...., die der dritten p”,..., und bezeichnen mit 


VE ET EA ET 
die entsprechenden, in d aufgehenden Potenzen derselben. Zieht man 
die ersteren zum Faktor e, die zweiten zum Faktor e’, die letzten 
nach Belieben zu jenem oder zu diesem hinzu, so erhält man u als 
Produkt von zwei teilerfremden Faktoren: 


—=dee 





u= 


u=0de-de, 
während 60 =ö6 ist. Mit Hilfe dieser Bemerkung läßt sich zeigen, 
daß das kleinste gemeinsame Vielfache «u der Exponent ist, zu welchem 
die Zahl 
09.99 
gehört. In der Tat ist zunächst 
(0. Er = (et). (1 (mod. p). 

Daher muß der Exponent, zu welchem die gedachte Zahl gehört, ein 
Teiler von «, d. h. von der Form 7-/ sein, wo n, 7’ resp. aufgehen 


in de, @e. Da also (0% -oy»'” =] ist, müssen auch 
e ._ 


(ee — ei 
ner 
sein, woraus sich 62er’ durch =00e, d.h. der’ durch 0 e', also ı/ 
durch ®e und ebenso @?en durch d=90e, d.h.den durch de, 
also , durch 9e teilbar ergibt, was nur sein kann, wenn 7=6e, 
"—=0e, mithin der Exponent 77’, zu welchem g° - g’” gehört, gleich 
de-0 ed = u ist. 

So sind wir zu einer Zahl gelangt, für welche der Exponent, zu 
dem sie gehört, größer ist als d. Ist er noch kleiner als p — 1, so 
kann man, von ihm ausgehend, die gleiche Ueberlegung wiederholen 
und eine zu einem noch größeren Exponenten gehörige Zahl er- 
mitteln usw., so daß man notwendigerweise zuletzt eine zum 
Exponenten p — 1 gehörige Zahl findet. 
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Hierdurch haben wir die wichtige Tatsache festgestellt, daß es 
stets Zahlen gibt, die zum Exponenten » — 1 (mod.p) gehören, und 
zugleich einen Weg aufgezeigt, um eine solche Zahl zu ermitteln. In 
dem bisher ausgeschlossenen Falle p=3 ist die Existenz einer solchen 
Zahl ersichtlich, da offenbar 2 zum Exponenten 2 (mod. 3) gehört; 
in der Tat it 2=2,2?=4=]1 (mod.B). 

Z.B. fanden wir, daß 7? die kleinste Potenz von 7 ist, welche 
(mod.19) den Rest 1 läßt oder daß 7 (mod.19) zum Exponenten 5 
gehört; die Zahl 18 gehört desgleichen zum Exponenten 2, daher wird 

72189 =49.183=—11l=3 (mod. 19) 
zum Exponenten 2-3==6 gehören. Ferner gehört 5 zum Exponenten 
9; das kleinste gemeinsame Vielfache von 6 und 9 ist 18=20-30, 
wo00 =3,alsoetwa0=1,0—=3ist; demnach gehört 3.1 = —5=14 
(mod.19) zum Exponenten 18, wie das Beispiel 3. voriger Nummer 


bestätigt. 
10. Man kann dieselbe Tatsache auch folgendermaßen feststellen. 
Da jeder der Reste 1, 2, 3,..., p—1 (mod.p) zu einem bestimmten 


Exponenten d gehört, der ein Teiler von »p — 1 ist, so kann man jene 
Reste in Gruppen verteilen, indem man immer diejenigen Reste in 
eine Gruppe vereint, die zu demselben Teiler von p — 1 gehören.. 
Nennt man also 1,d, d,...., p— 1 die sämtlichen Teiler vonp — 1 
und bezeichnet allgemein mit W(d) die Anzahl derjenigen Reste, die 
zum Teiler d als Exponenten gehören, wobei möglicherweise W(d) 
Null, niemals aber negativ sein kann, so muß offenbar die Gesamt- 
summe der in den einzelnen Gruppen enthaltenen Reste 


VDE FUN) PD 
sein. Nun besteht aber für die -Funktion nach Nr.5 die völlig ent- 
sprechende Gleichheit 


HyU)FPALIM+...+ PP —-D=r—1. 
Kann man also zeigen, daß immer Y(d)<g(d) ist, so muß allgemein 
vV(d)=g(d) sein, denn, wäre auch nur für einen einzigen Teiler von 
p—1 das Gegenteil der Fall, so müßte die erstere Summe geringer 
ausfallen als die zweite, die doch den gleichen Wert besitzt wie sie. 
Dies läßt sich folgendermaßen erkennen. Gibt es überhaupt eine 
zum Exponenten d gehörige Zahl o, so sind die Potenzen 1, o, o®, 
.., 0°! die Wurzeln der Kongruenz 


(41) 2=1 (mod.p), 
denn erstens sind sie inkongruent, da aus einer Kongruenz go? = def, 
wo h<k gedacht werde, sich o**, d. h. eine kleinere als die dte 
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Potenz von oe der Eins kongruent ergäbe gegen die Bedeutung von 
.d; zweitens ist zugleich mit o auch jede jener Potenzen eine Wurzel 


von (41), da 
(oe) —=(e')"—=1 (mod.p); 


und drittens hat die Kongruenz (41) nicht mehr als d Wurzeln. Unter 
den gedachten d Potenzen von o befinden sich also auch alle Zahlen 
eines Restsystems, welche zum Exponenten d gehören; ist aber in 
o" der Exponent %k nicht relativ prim zu d, sondern d>1 ein ge- 
meinsamer Teiler von % und d, so ist bereits 

d h 
(PL (mod.p), 
also gehört dann oe” nicht zum Exponenten d; demnach können nur 
diejenigen p(d) der Potenzen o“, deren Exponent A teilerfremd ist zu 
d, zum Exponenten d gehören, und die Anzahl W(d) der zum Ex- 
ponenten d gehörigen Reste ist daher, wenn nicht Null, doch, was 
zu zeigen war, nicht größer als p(d). 

Wird dies insbesondere auf den Teiler d=p—1 angewandt, so 
bestätigt sich nicht nur die vorher auf anderem Wege erhaltene Tat- 
sache von dem Vorhandensein einer zum Exponenten p — 1 gehörigen 
Zahl, sondern es stellt sich auch heraus, daß es 9 (p — 1) inkongruente 
Zahlen dieser Art gibt. 

Man nennt jede solche Zahl eine primitive Wurzel 
der Kongruenz 

ai=]1 (mod.p) 


oder kürzer eine primitive Wurzel (mod.p). Dem eben Be- 
wiesenen zufolge gibt es g(p—-1) inkongruente primitive Wurzeln. 
In Beispiel 3. Nr. 8 sind die angegebenen Potenzen der Zahlen 
1, 2, 3, -.., die (mod. 19) den Rest 1 lassen, zugleich die niedrigsten 
Potenzen dieser Art, also gehören zu den Teilern 1, 2, 3, 6, 9, 18 
der Zahl 18 resp. 1, 1, 2, 2, 6, 6 Reste, welche Zahlen in der Tat mit 
p (1), 9 (2), 9 (3), P (6), @ (9), @ (18) übereinstimmen; es gibt 6= (13) 
primitive Wurzeln 2, 3, 10, 13, 14, 15. 
11. Bedeutet g irgendeine primitive Wurzel non. p), so sind 
alle Potenzen 
(42) EN RE ERS 


(mod. p) inkongruent und stellen daher ein reduziertes Restsystem 
für diesen Modul dar. In der Tat sind alle diese Potenzen zugleich 
mit g teilerfremd gegen p und zwei verschiedene derselben können 
nicht kKongruent sein, da aus g’=g* (mod.p), wo BE Ja ge- 


Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 
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dacht wird, sich g**==1 ergäbe, während k—h<p—-1 wäre, gegen 
die Bedeutung von g. : 

Hieraus folgt, daß jede durch p nicht teilbare Zahl r einer be- 
stimmten Potenz aus der Reihe (42) kongruent sein muß (mod.»). 
Ist g‘ diese Potenz, also 
(43) r=g' (mod.p), 
so heißt © der Index der Zahl r,in Zeichen: ?<=ind.r. Für 
solche Indizes gilt der Satz: daß der Index eines Produktes 
der Summe der Indizes der Faktoren (mod.p—1) kon- 
gruent, nämlich ihr kleinster positiver Rest (mod.p — 1) ist, so daß, 
wenn r, r' zwei durch p nicht teilbare Zahlen bedeuten, 
(44) ind.rr=ind.r-+ind.r' (mod.p—1) 
ist. In der Tat bestehen der Bedeutung des Index zufolge die beiden 
Kongruenzen | 

y— gl&er, = ger” (mod.p), 2 
aus denen die dritte 
rr = gl&r+ind.r‘ (mod.p) 
folgt. Da nun zugleich auch 
vr = gt” (mod.p) 
ist, müssen die beiden Potenzen 
in ir, = r-+ind.r’ 


der primitiven Wurzel einander kongruent sein. Allgemein folgt aber 
aus g"=g" (mod.p), wenn etwa m>n ist, g"="=] (mod.p), mit- 
hin m—n als Vielfaches des Exponenten y—1, zu welchem g ge- 


hört. Daher muß auch die Differenz der beiden Zahlen ind.rr’, 


ind.r-+ind.r’ durch p — 1 teilbar, d.h. die Kongruenz (44) erfüllt sein. 
Beispiel: Fürp=19 ist 9=2 eine primitive Wurzel und man 
findet für 


h —=0,.1, 2,73, 745:8,°6, 7, 8,0.9,°10, 411,12770, 12 Pe 
29h =1,2,4,7 8; 16, 13,2:7,145 9,18; 17, 418,11, 23, 760, ars DD 
also 


iad.= -0,-1,13, 2,16,14,76, 3, 8, 17,12,:10,70,7 2 ee 
hieraus findet man z. B. | 

ind. 12=ind.3-+ind.4=13 +2 =15 3 

ind. 18=ind.3 tin. 6=13 +4 =27=9 

Man ersieht aus der Definition des Index, daß derselbe nicht 
absolut bestimmt, sondern nur bezüglich auf eine gegebene primitive 
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Wurzel und von dieser, welche der Betrachtung zugrunde gelegt wird, 
abhängig ist, und deshalb genauer unter Andeutung dieser Wurzel 
etwa mit ind.,r zu bezeichnen wäre. In der Tat, wenn statt g eine 
andere primitive Wurzel y gewählt wird, so findet man gleicherweise 


r=y' (mod.p), 


wo 7 eine Zahl der Reihe 0,1,2,3,..., p — 1 und bei entsprechender 
Bezeichnung ? —ind.,r ist. Bedenkt man, daß auch y als eine durch 
p nicht teilbare Zahl einen mit Bezug auf 9 genommenen Index 
e=ind.,y besitzt, demzufolge 


v=9° (mod.p) 


gesetzt werden darf, so schreibt sich die voraufgehende Kongruenz 
wie folgt: 
r=g° (mod.p) 


und gibt mit (43) verbunden die andere 
=g" (mod.p), 


aus welcher einer voraufgehenden allgemeinen Bemerkung gemäß 


i=ct’ (mod.p—|]), 


d.h. die Kongruenz 


ind;r=ind.,y-ind.,r (mod.p —1) 


hervorgeht. Diese Kongruenz zeigt an, wie man aus dem auf eine 
bestimmte primitive Wurzel y bezüglichen Index einer Zahl r den 
auf eine andere primitive Wurzel g bezüglichen Index derselben Zahl 
ermitteln kann; man hat nur den ersteren mit dem Index von y in 
bezug auf g zu multiplizieren und den kleinsten positiven Rest des 
Produktes (mod.» —1) zu nehmen. Hierin tritt ebenso wie in der 
Kongruenz (44) eine augenscheinliche Analogie zwischen der Theorie 
der Indizes und derjenigen der Logarithmen zutage. 


Beispiel: Für p=19 ist neben 2 auch 3 eine primitive Wurzel; 
um aus den vorher für die erstere angegebenen Werten von ind.,% 
die von ind.,% zu finden, suche man ind.,2, d.i. die Potenz 3”, welche 
kongruent 2 ist (mod.19); man findet leicht = 17 =ind.,; 2; multi- 
pliziert man also die angegebenen Werte von ind.A mit 7 und 
nimmt die kleinsten positiven Reste (mod. 18), so erhält man 


ind,A=0, 7,1, 14,4, 8, 6, 3, 2, 11, 12, 15, 17, 13, 5, 10, 16, 9. 
\ 3* 
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Drittes Kapitel. 


Von den quadratischen Besten. 


1. Der Fermatsche Lehrsatz bildet den Zugang zur Lehre von 
den Potenzresten, d.h. zur Untersuchung der Frage, ob eine gegebene‘ 
ganze Zahl a in bezug auf einen gegebenen Modul m der Potenz einer 
Zahl von vorgeschriebenem Grade n» kongruent sein kann oder nicht, 
ob also, mitanderen Worten, diesogenanntebinomischeKongruenz 


x" =a (mod.m) 


lösbar ist oder nicht. Wir wollen hier diese Untersuchung nur für 
quadratische Kongruenzen, d.h. für n=2 und ausschließlich für den 
Fall führen, daß der Modul m eine ungerade Primzahl p ist. Je 
nachdem dann die Kongruenz 


(1) e?=a  (mod.p) 


lösbar ist oder nicht, werde a ein quadratischer Rest oder ein 
quadratischer Nichtrest — kürzer ein Nichtrest (mod.p) 
genannt. Da die Kongruenz, falls « durch p teilbar wäre, offenbar 
für jeden durch p teilbaren Wert von x befriedigt würde, beschränken 
wir uns ferner auf die Voraussetzung, daß a durch p nicht teilbar sei. 

Wir beginnen mit der Bemerkung, daß, wenn die Kongruenz (1) 
lösbar ist, sie genau zwei Wurzeln, d.i. zwei inkongruente' Lösungen 
besitzt. Daß sie nicht mehr als zwei haben kann, folgt aus dem all- 
gemeinen Satze in Nr.2 des vorigen Kapitels über die mögliche An- 
zahl der Wurzeln einer Kongruenz (mod.p). Ist aber =« (mod.p) 


eine Wurzel, also © =a (mod.p), so ist auch = —-a« eine solche, 
da (—o)”’=a?=a ist, und zwar eine zweite Wurzel, da die Zahlen 
«@, — a einander nicht kongruent sein können; in der Tat kann ihre 


Differenz 2« nicht durch p teilbar sein, da weder 2 noch «@ durch 
p aufgeht, letzteres deshalb nicht, weil sonst wegen @=a auch a 
durch p teilbar wäre, was gegen die Voraussetzung ist. 


Nun ist gezeigt worden (vor. Kap. Nr. 7), daß, wenn die Zahlen 


(2) O1» Q23 O9 ++ +3 
irgendein reduziertes Restsystem (mod.p) bilden, z. B. das System 
der Zahlen 1, 2, 3,..., 2— 1, zu jeder Zahl oe dieses Systems eine 


andere Zahl o’ desselben gefunden werden kann von der Beschaffen- 
heit, daß das Produkt 00’ einer beliebigen Zahl des Systems, etwa 
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derjenigen, welche der gleichen Restklasse angehört wie a, kongruent 
und somit | 
(3) oe" =a (mod.p) 
‘ wird. Hier können o,o’ nicht dieselbe Zahl des Systems (2) be- 
zeichnen, wenn a quadratischer Nichtrest ist, da sonst im Gegenteil 
o?=a (mod.p), die Kongruenz (1) also auflösbar wäre. Da nun 
auch zu einer bestimmten Zahl o stets nur eine einzige Zahl o’ des 
Systems (2) gehört, für welche oo0’=a wird, weil die Kongruenz 
ersten Grades ox=.a (mod.p) nur eine Wurzel haben kann, so kann 
man, wenn a quadratischer Nichtrest ist, die p—1 Zahlen (2) in 
a 

2 
jedesmal mit @ kongruent wird. Multipliziert man alle diese Paare 
von Zahlen miteinander, so wird das entstehende Produkt einerseits 





- verschiedene Paare von Zahlen o,_o’ verteilen, deren Produkt 


th 
das Produkt aller 9» — 1 Zahlen (2), andererseits mit « ? kongruent, also 
1 
(4) 4%... =a? (mod.p) 


sein. 

Ist dagegen a quadratischer Rest (mod.p), also eine Lösung der 
Kongruenz (1) vorhanden, die, wie schon bemerkt, durch p nicht teil- 
bar sein kann, so gibt es auch im reduzierten Restsystem (2) eine 
Zahl o so beschaffen, daß 


oe=a (mod. ») : 


und dann noch eine zweite, davon verschiedene Zahl 0 = —.o desselben, 
für welche ebenfalls 0’ ?= a (mod. p) ist. Sondert man das Paar dieser 
beiden Zahlen des Systems (2) ab, die ein Produkt o! = — 0?=—.a 
geben, so werden die übrigen p —3 Zahlen des Systems wieder wie 
p—3 
2 
der Zahlen jedes Paares kongruent «a (mod.p) wird. Durch Multiplikation 
aller Paare miteinander erhält man daher einerseits wieder das Pro- 
dukt aller y—1 Zahlen (2), das andererseits aber jetzt der Potenz 


vorher so in Paare verteilt werden können, daß das Produkt 





2 
— a? kongruent ist, und somit die Kongruenz 
p—1 
8) 1%...-Y%h=—a? (mod.p). 


Je nachdem also a quadratischer Rest oder Nichtrest ist (mod.p), 
findet die Kongruenz (5) oder die Kongruenz (4) statt. Nun ist ge- 
wiß a=1 ein quadratischer Rest, da 
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x=1 (mod.p) 


die beiden inkongruenten Lösungen z=1, = — 1 (mod.p) besitzt. 
Daher folgt aus (5) für a«=1, daß 
(6) ; ER ee | (mod. p) 


ist. Infolge dieses Umstandes aber können die Kongruenzen (5) und 
(4) einfacher geschrieben werden, wie folgt: 
p—i p—i 

(N oe! =l, a: =—1:.(mod:p): 

Der zuvor erhaltene Satz läßt sich daher folgendermaßen aussprechen: 
Je nachdem «a quadratischer Rest oder Nichtrest ist (mod.p), findet 
die erste oder die zweite. der Kongruenzen (7) statt. Da aber eine 
durch » nicht teilbare Zahl entweder quadratischer Rest oder Nichtrest 
sein, eine der beiden Kongruenzen (7) also notwendigerweise stattfinden 


muß, darf man auch umgekehrt sagen: Je nachdem die erste oder _ 


die zweite Kongruenz (7) stattfindet, ist «a quadratischer Rest oder 
Nichtrest (mod.p). Somit haben wir ein Kriterium erlangt, um be- 
stimmt zu entscheiden, ob dies oder jenes der Fall ist; man nennt 
es das Eulersche Kriterium, weil Euler es zuerst aufgestellt hat. 
Noch zwei andere wichtige Folgerungen können wir ziehen. Ein- 
mal ergibt sich, da, wie bemerkt, eine der Kongruenzen (7) not- 
wendigerweise erfüllt ist, durch deren Quadrierung in beiden Fällen 
die gemeinsame Kongruenz 
(8) a=]. (mod.p), 
die also für jede durch p nicht teilbare Zahl « stattfindet, d. h. ein 
neuer Beweis des Fermatschen Satzes. Andererseits ist die 
Kongruenz (6) für jedes reduzierte Restsystem (mod.p) erhalten 


worden, gilt also auch für das besondere System 1, 2, 3,...,9—1 
dieser Art, und es findet daher auch nachstehende Kongruenz statt: 
(9) \ 1-23... p-)=-—-1 (mod.p). 


Sie wird als Wilsonscher Satz bezeichnet, der besonders dadurch 
interessant ist, daßer ein Charakteristikum für Primzahlen 
abgibt, insofern er nicht nur stets stattfindet, wenn p eine Prim- 
zahl ist, sondern auch nur in diesem Falle. In der Tat, wäre p zu- 
sammengesetzt und g ein Teiler von p, so fände sich dieser als eine 
Zahl <p in der Reihe der Faktoren der linken Seite, die somit einen 
Teiler mit dem Modul p gemeinsam hätte, welchen doch die rechte 
Seite offenbar nicht hat, was unmöglich ist. 


2. Da die p— 1 Zahlen eines reduzierten Restsystems, je nach- 
dem sie quadratischer Rest oder Nichtrest sind, die eine oder die 
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andere der Kongruenzen (7) erfüllen, deren jede höchstens so viel 





"Wurzeln hat, als ihr Grad 2 > beträgt, so erkennt man, daß jede 








von ihnen genau P 5 Wurzeln hat, daß also ZueR. inkongruente 


2 
quadratische Reste und ebensoviel inkongruente quadratische Nicht- 


reste (mod. p) vorhanden sind. 


Zur Unterscheidung, ob eine Zahla quadratischer 
Rest oder Nichtrest sei, hat Legendre ein sehr be- 
quemes Symbol eingeführt. Mit ihm setzen wir 


(10) (2) =-+]1 oder ee =—l, 
p p 
je nachdem die durch p nicht teilbar vorausgesetzte Zahl « quadratischer 


Rest oder Nichtrest von p ist. Die Einheit (2) wird daher nach dem 


Eulerschen Kriterium durch die Kongruenz 
p—1 


(10) | a (2) (mod. p) 


bestimmt sein, aus welcher sich auch die fundamentalen Eigenschaften 


des Legendreschen Symbols B ergeben. 


Offenbar ist zunächst 
a 1) 
(11 (2). wenn «=a (mod.p); 
) e > (mod.p 
denn für zwei kongruente Zahlen a, a sind auch die Potenzen 
a SER une 


«2, a” einander kongruent, also ist wegen 


Feld, Fe 
Pe p 
a’ a 


auch 2) = (2) (mod.»); da hier aber rechts und links Einheiten 


stehen, deren Differenz, je nachdem sie gleichen oder verschiedenen 
Vorzeichens sind, Null oder +2, mithin ınur dann durch p teilbar 
ist, wenn sie gleichen Vorzeichens sind, führt vorstehende Kon- 
gruenz zur Gleichheit beider: Einheiten, d.i. zur Formel (11). 


Ferner ist für irgend zwei durch p nicht teilbare Zahlen ao, a’ 


2 ee 
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‘In der Tat bestehen nach dem Zulerschen Kriterium die Formeln 


Ri 22 / Pr ’ 
De =(e), a _ (aa) ? Se 
p p p 


während die Multiplikation der beiden ersten 


Bon 


liefert; demnach wäre jedenfalls 


=) man 


und aus dieser Kongruenz der Einheiten schließt man wie vorher 
ihre Gleichheit, d.h. die Formel (12). 


Dieser Formel gemäß ist das Produkt zweier quadratischer Reste 
sowie das Produkt zweier quadratischer Nichtreste (mod.p) stets ein 
quadratischer Rest, dagegen das Produkt aus einem quadratischen 
Rest in einen quadratischen Nichtrest stets ein quadratischer Nicht- 
rest. Daher wird ein Produkt aus beliebig vielen, durch p nicht 
teilbaren Faktoren ein quadratischer Rest oder Nichtrest sein, je 
nachdem die Anzahl derjenigen Faktoren, welche Nichtreste. sind, 
gerade oder ungerade ist. 

Um hiervon eine interessante Anwendung zu machen, wählen wir 
als reduziertes Restsystem (mod.p) dasjenige, welches aus dem Systeme 
der absolut kleinsten Reste (mod.p) durch Unterdrückung der Zahl 
Null entsteht, nämlich das System der Zahlen 
»—-1..92-—3 DB. 

(13) EEE ER 3 B) om —lhl2..., 50,5 
So gewinnen wir an Stelle des Wrlsonschen Satzes aus der allgemeinen 
Kongruenz (6) die folgende: | 








2 +1 nn 
(14) (12-3. = (mod.p). Bi 





Falls daher die Primzahl » von der Form 4k—1, also P For 


ist, ist die Differenz beider Seiten voriger Kongruenz als Differenz 
zweier Quadrate zerlegbar in das Produkt der zwei Faktoren 


Dal ar 
1.23... -— (1) 
Say Emil ' 
ee 4 
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von denen daher einer und, da ihre Differenz gleich + 2, offenbar 
auch nur einer durch p teilbar sein wird, so daß, unter e eine Ein- 
heit verstanden, 


(15) 2,35 et, (mod. p) 


gesetzt werden kann. Zur Entscheidung über das Vorzeichen be- 
merke man die nach (11) hieraus folgende Gleichung 


OR p—1 
142.92... Sl (a 
p BR 
Heißt N die Anzahl der Nichtreste unter den Zahlen 1, 2, 3, 


Ba 2 so ist die linke Seite derselben dem letztausgesprochenen 


Satze gemäß gleich (—1)Y, während (2), falls e=1 ist, den Wert 1, 
Ä 


und falls &=— 1 ist, für Primzahlen p von der gedachten Form 4k—1, 
wie bald gezeigt werden wird (Nr.4), den Wert —1 hat. Daraus ist 
zu schließen, daß e gleich + 1 oder —1 zu setzen ist, je nachdem N 
gerade oder ungerade ist. Die Kongruenz (15) nimmt also nach- 
stehende Gestalt an: 


(16) Ba ne mod,n) 


2 
und lehrt den Satz: 


Ist p eine Primzahl von der Form 4k—1, so ist das 
Produkt der Zahlen 1,2,3,.. en der positiven oder 
negativen Einheit (mod.p) kongruent, je nachdem die 
Anzahl dieser Zahlen, welche quadratische Nichtreste 
(mod.p) sind, gerade oder ungerade ist. 

3. Bedeutet a wieder eine durch p nicht teilbare Zahl, so werden 
nach Nr. 1 die Produkte aus a in die Zahlen (13) ein reduziertes 
Restsystem (mod. ») bilden, also, von der Reihenfolge abgesehen, diesen 
Zahlen kongruent sein. Daher werden, wenn wir nur die eine Hälfte 
dieser Produkte, nämlich die Produkte 


(17) en 23 er 








in Betracht ziehen, auch sie P = : verschiedenen Zahlen der Reihe 


(13) kongruent sein, unter denen eine Anzahl A positiv sein, also der 
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Reihe. 1..2,...°., 2 angehören, die übrigen ur ne- 
gativ, also der Reihe —1, —2,..., Be = angehörig sein mögen. 
Nennen wir &, %, ..., a; die ersteren, —Pı, —Pa,...,;, — Pu die 
letzteren Reste, so ist offenbar das Produkt der Zahlen (17) 
a ee 

(18). 142583 Se 5) = 2 =y%...ay(—1" PP... ß, (mod.p). 

Aperidie 2: Zahlen & 30,22, 01, Pi» Pas... Bu erfüllen die 
ganze Reihe der Zahlen 1,2, 3,.. Der denn sie gehören sämtlich 


2 
dieser Reihe an und sind, wie leicht zu sehen, verschieden voneinander; 


in der Tat, da die Produkte (17) inkongruent sind, können keine zwei 
ihrer Reste «,, a,, auch keine zwei ihrer Reste — ß,, —P,, also auch 
nicht #,, ß, gleich sein, endlich aber kann auch kein «, einem £, gleich 
sein, da sonst «,—P,=0, also die Summe der entsprechenden 


Produkte (17) kongruent Null, d.i. durch p teilbar sein müßte, was 


offenbar nicht der Fall ist, da es a nicht ist, und die Summe zweier 


der Faktoren 1, 2, 3,..., Pt kleiner ist als p. Hiernach ist 


a 
4... Bu 1-2-3 a 


und da man mit diesem zu p teilerfremden Produkte die Kongruenz 
(18) heben darf, erhält man mit Rücksicht auf (10a) endlich die 
Kongruenz 


Bi — (4: med.p); 


pP 
also die wichtige Gleichung 
19 ()- nr 
(19) 5 u 


Sie spricht folgenden Satz aus, der als Gaußsches Lemma be- 
zeichnet zu werden pflegt: | 

Bedeutet u die Anzahl der absolut kleinsten Reste 
der Vielfachen (17), welche negativ sind, so ista qua- 
dratischer Rest oder Nichtrest von p, je nachdem u 
gerade oder ungerade ist. 
po—1 

2 





Beispiel: Sei p=19, also 
fachen 


—=9, und a=[7; für die Viel- 





1 
N 
3 
| 
1 








Pe. “ 
2 1 
Be. , 
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1 N el a N a FE PH PR EN 
finden sich als absolut kleinste Reste (mod. 19) die Zahlen 
7; erh} 2, g, Ben 4, er eg 6, 


welche in der Tat, vom Vorzeichen abgesehen, die ganze Reihe 1, 2, 


3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 erfüllen; unter ihnen sind A=5 positiv und u=4 
negativ; da also « gerade ist, muß 7 quadratischer Rest von 19 sein. 
Dies läßt sich leicht bestätigen. Um nämlich für eine Primzahl p 
alle inkongruenten quadratischen Reste zu finden, genügt es offenbar, 
die Reste der Quadrate 

ER RRERE  3 
(mod.p) zu ermitteln; es genügt sogar, dies für die Quadrate 


2 
1,2, 8%...., (25) 


zu tun, denn je zwei Quadrate 
oe und (p—eo)”?=p?—2pa-+ ao? 

sind (mod.») kongruent und geben also den gleichen quadratischen 
Rest. Führt man dies für p=19 aus, so finden sich als Reste der 
Quadrate | 
E?\ 2, DE 42, 52 6? 13, 82, 92 
die Zahlen 

1 a EA En ER ES 
und unter ihnen die Zahl 7. 


4. Indem wir jetzt das Gaußsche Lemma an Stelle des ZHuler- 
schen Kriteriums zur Grundlage nehmen, werden wir eine Reihe sehr 
eleganter Sätze ableiten können, mit deren Hilfe der quadratische 
Charakter einer Zahl in bezug auf den Modul p leicht bestimmbar ist. 


Da nach Formel (11) kongruente Zahlen gleichen quadratischen 
Charakter haben, d.h. gleichzeitig quadratische Reste oder gleichzeitig 
quadratische Nichtreste sind, dürfte man sich auf die Zahlen be- 
schränken, welche der Reihe 1, 2,3,..., p—1 angehören, also positiv 


sind. Es ist aber bequemer, den Wert des Symbols (*) wenigstens 


für die eine negative Zahl «= — 1 beizubehalten, das an Stelle des 





Symbols ? —) gesetzt werden darf, wodurch dann nach der Formel 


5-56 
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das Symbol, falls es für alle positiven Zahlen ermittelt ist, auch für 
alle negativen Zahlen bestimmt sein wird. 

Nach der Formel (12) leuchtet ferner ein, daß die Frage, ob eine 
gegebene Zahl «a (mod.p) quadratischer Rest oder Nichtrest ist, aus 
dem bezüglichen Verhalten ihrer Faktoren entschieden werden kann. 
Man braucht daher nur den Fall zu erörtern, daß a eine Primzahl 
ist, d. h., wenn unter g irgendeine von p verschiedene ungerade Prim- 
zahl verstanden wird, die Fälle 

a=2, ag. 
Es bleibt mithin der Wert der drei Symbole 


ae 


Nun ergibt sich der Wert des Symbols =) unmittelbar aus 


zu ermitteln. 


dem Eulerschen Kriterium oder„der Formel (10a), der zufolge die 
Kongruenz 


Z)=e 1)? (mod.p) 


also auch wieder die Gleichung 


20 = y® 

(20) = Gh) 

besteht. Da die ungerade Primzahl p, durch 4 geteilt, einen der Reste 

»—1 
2 

gerade ist, so spricht die Formel (20) sich in folgendem Satze aus: 

Die Zahl—1list quadratischer Rest von jeder Prim- 
zahlp von der Form 4k-+-1 und quadratischer Nichtrest 

von jeder Primzahl p vonder Form 45-43. 





1 oder 3 läßt und je nach diesen beiden Fällen gerade oder un- 


Fast ebenso einfach findet sich der Wert des Symbols (2) mit 


Hilfe des Lemma von Gauß. Bezieht man dies Lemma auf die Zahl 
a—=2, so bedeutet u die Anzahl der Vielfachen 


(21) KERPEN nen 
deren absolut kleinste Reste (mod. p) negativ sind. Diese Vielfachen 
sind die geraden Zahlen der Reihe 


er 


2, 
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und von den letzteren geben offenbar diejenigen, welche < = sind, 


positive, dagegen diejenigen, welche > ir sind, negative absolut 


kleinste Reste (mod.p). Es handelt sich daher nur darum, festzu- 


stellen, wieviel der Vielfachen (21) größer als 5 sind. Nun ist 


2:h>5, wenn R=2 ist. Ist daher zuerst p von der Form 4k-+1, 
so werden die 1 Vielfachen 
Mr 12: MER. + amt 


2 


der Reihe (21) diejenigen sein, denen negative absolut kleinste Reste 
zukommen, und man erhält dann also 


(22 a) 2) Br 1)®. 


Wenn dagegen p von der Form 4% +3 ist, so sind die +1 a 

Vielfachen 
KDD (BEN, @r+1).2—PI!.2 
diejenigen Vielfachen der Reihe (21), denen negative absolut kleinste 
Reste zukommen, und folglich ergibt sich dann 
(2) Pt 

22b —ı—e(—1l)#.. 
(22b) „je 

Die Primzahlen der ersteren Art zerfallen, je nachdem % gerade, 
gleich 2%, oder ungerade, gleich 2%-+-1 ist, in solche von der Form 
8%» +1 und solche von der Form 8% +5, und ihnen entsprechend 
P > resp. gerade oder ungerade; desgleichen zerfallen die Prim- 





ist 
zahlen der zweiten Art, je nachdem k=2h oder k=2%k-1l ist, in 


solche von der Form 8% +5 und solche von der Form 8% +7, und 
me 


ihnen entsprechend wird 7 Tesp. ungerade oder gerade sein. 





Zufolge der erhaltenen Gleichungen (22a), (22b) wird daher (2) =-+[J, 


wenn p=8h-+1 oder 8k+ 7, dagegen (2) — — 1, wenn p=8h-+3 
oder 8% +5 ist. Man hat auf solche Weise folgenden 


Ban Ba BEE Ph Sr Die a a EL Ki 


Fr 
vr 
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Satz: Die Zahl 2 ist quadratischer Rest von allen 
Primzahlen p von einer der beiden Formen 8k+1,8R-+7, 
dagegen quadratischer Nichtrest von allen Primzahlen 


von einer der beiden Formen 8h+3, 8h+5. 


Nun findet man 


age 
BrF U sr Dh 
Bee 
MED gm+14n+6 


on, 6h+1 


ERETTI gm +10n+3, 


rar 
d.h. er ist für die Primzahlen p der beiden ersten Formen eine 


gerade, für die Primzahlen der beiden zweiten Formen eine ungerade 
Zahl. Daher läßt sich der erhaltene Satz wieder in sehr einfacher 
Weise durch die Formel 


2579 Fa 
3) 2)-e9° 
zum Ausdrucke bringen. 


5. Was endlich die Bestimmung des dritten Symbols (2) betrifft, 


so gilt hier ein Satz, der wegen seines eigentümlichen Charakters, in- 


sofern er den Wert des Symbols (2) auf den des „reziproken“ Sym- 


bols (2) zurückführt, das Reziprozitätsgesetz der qua- 


dratischen Reste genannt wird. Zuerst von Zuler in seinem 
vollen Umfange ausgesprochen, erhielt es durch Legendre, der auch 
einen ersten, doch unvollständigen Beweis desselben lieferte, seinen 
Namen sowie mittels des Legendreschen Symbols seinen hocheleganten 
Ausdruck. Gauß gab dann den ersten strengen Beweis des Gesetzes 
und ließ ihm noch sechs andere auf sehr verschiedenen Grundlagen 
beruhende Beweise folgen; von ihnen sind drei elementarer Natur 
und zwei unter diesen auf das Gaußsche Lemma begründet. Seitdem 


ist eine große Menge anderer Beweise dieses durch seine Schönheit. 


wie seine Wichtigkeit gleich ausgezeichneten Satzes gegeben worden, 
deren Anzahl bereits größer als fünfzig ist. Die überwiegende Mehr- 





x 
25 
Be 
r 
4 
« 








us 
ze 
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zahl derselben hat elementaren Charakter und zumeist das G@außsche 
Lemma zum Ausgangspunkte. Der Verfasser hat in seiner „Niederen 
Zahlentheorie, Bd. I“ diese elementaren Beweise in ihrem Verhältnisse 
zueinander eingehend dargestellt und für die vorhandenen Beweise 
überhaupt eine chronologische Tabelle aufgestellt, welche zunächst 
hier, nach Möglichkeit vervollständigt, wiedergegeben werden soll; 
die letzte Kolumne derselben gibt das Gebiet oder die Grundlage 


an, auf denen die betreffenden Beweise beruhen. 











Kummer, zwei Beweise, Abh. Berl. Akad. 1861. 














Nr. Beweise des quadratischen Reziprozitätsgesetzes Grundlagen 
1. Gauß 1.Beweis, Disqu. Arithm. art. 135 ff., 1801 (1796). | quadr. Reste, Induktion. 
men 2, 7 = R sr aDEER ISO quadr. Formen. - 
3 »„ .7.u.8. Beweis, Werke 2, p. 233 (1801). höhere Kongruenzen. 
 4| „3. Beweis, Comm. Gotting. 16, 1808, W.2, p.1. | Gaußsches Lemma. 
5. „ 4 ,„ , Comm. Gott. recent. 1, 1809, W.2,p.9. | Kreisteilung. 
eb rd,» Ss lebend, 4,.1818,=W..2, p.47. G. Lemma. 
7.| 5»..6&  ,„  ,.an derselben Stelle. Kreisteilung. 
8. | Cauchy, Bulletin de Ferussac, 12, 1829, p. 205. desgl. 
9. | Jacobi, Journ. f. Math. 30, p. 172, vgl. 35, p. 273. desgl. 
10. | Eisenstein, Journ. f. Math. 27, 1844, p. 322. | desgl. (arithm.). 
11. = rer 28, 1844, pl, desg!. 
19; - nm. 28, 1844, 9.246. G. Lemma (geometr.). 
: een. sin pv 
13. „ a, ”„ 29, 1320, P- 257. Kreisteilung (Z F ) 
14. | Liouville, Journ. de Math@m., 12, 1847, p. 9. Kreisteilung. 
15. | Lebesgue, ebendas., p. 457. desgl. (arithm.). 
16. | Schaar, Bulletin Belgique, 14 I, 1847, p. 79. G. Lemma. 
17. | Genocchi, Ac. R. Belgique, m&m. couronn6&s, 25, 1853 (52). | desgl. 
18. | Lebesgue, Paris. Comptes Rendus, 51, 1860, p. 9. höhere Kongruenzen. 


quadrat. Formen. 


20. | Stern (unvollständig. Beweis), Götting. Nachr., 1870, p.237. | variiertes G. Lemma. 
21. | Zeller, Monatsber. d. Berl. Akad. 1872, p. 846. G. Lemma. 

22. Zolotareff, Nouv. Annales de Math&m. (2), 11,1872,p.354. | Permutationen. 

23.| Kronecker, Monatsber. d. Berl. Akad. 1876, p. 301. Induktion. 

24.| Bouniakowsky, Bull. de St. Petersb. 22, 1876. variiertes G@. Lemma. 
25. | Pellet, Par. Comptes Rendus, 1878, p. 1071. 

26. | Schering, Götting. Nachr., 1879, p.217; Par.C.R. 88, p. 1073. |G. Lemma. 

27. Petersen, Amer. Journ. Math. 2, 1879, p. 285, Zeuthen, | variiertes G. Lemma. 
Tidskr. 1879, p. 86. 

28. | Kronecker, Sitzungsber. d. Berl. Akad. 1880, p. 404. 

29. | Voigt, Ztschr. f. Math. u. Phys. 26, 1881, p. 134. G. Lemma. 

30. | Busche, Dissertation, Göttingen, 1883. desgl., Hilfssatz. 

31. | Kronecker, Sitzungsber. d. Berl. Akad.. 1884, p. 645. G. Lemma. 

32. | Gegenbauer, Wiener Sitzgsber., 1884, p 1026 ; 1885, p. 876.) desgl. 
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Nr.| Beweise des quadratischen Reziprozitätsgesetzes | Grundlagen 

33.| Kronecker, Sitzungsber. d. Berl. Akad., 1885, p. 117. 16. Lemma. 

34. „ „ „ „ „ ‚1885, P- 383, 1045. desgl. 

35.| Hermes, Arch. f. Math. u. Phys. (2) 5, 1837, p.190. Induktion. 

36. | Lerch, Teixeira Journ. 8, 1887, p. 137. G. Lemma. 

37.\ Pellet, Bull. Societ€ math. France, 17, 1888/89, p. 161. 

38. | Busche, Journ. f. Mathem. 103, 1888, p. 118. variiertes G. Lemma. 

39, A. Tafelmacher, 4 Beweise, Dissertation, Göttingen, 1889. | variiertes G. Lemma 
(Vervollständigung des Sternschen Beweises.) (nach Stern). 

40. | Pepin, Atti Accad. Rom, P. N. Lincei, 43, 1890, p.204; | Komposition der 
51, p. 213; Mem. Accad. Rom. 16, P- 229. quadrat. Formen. 

41. | Busche, Journ. f. Math. 106, 1890, p. 65. G. Lemma. 

42. | Lucas, Bull. St. P&tersb., nouv. serie 1, 1890; Assoc. | desgl. 
frang., Limoges, 19, 1890, p. 147. 

43.| Franklin, Mess. of Mathem. (2) 19, 1890, p. 176. desgl. 

44. | Fields, Amer. Journ. Math. 13, 1891, p. 189. desgl. 

45. | Gegenbauer, Wiener Sitzungsber. 100, 1891, p. 855. desgl. 
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54. | Lerch, Teixeira Journ. 1904, 15, p. 97. G. Lemma. 

55. | Dedekind, Festschrift zu Webers 70. Geburtstag, 1912. | desgl. . 
(Mitteilung der ursprünglichen, einfacheren F assung “ 
des Zellerschen Beweises 21.) 

56. | Frobenius, Sitzungsber. d. Berl. Akad. 1914, p. 335. desgl. 


(Bemerkungen über das Verhältnis der Beweise 3., 
5., 12. zueinander und zum Zellerschen Beweise; 
zwei einfachste Fassungen des letzteren.) 


Hier muß es genügen, von allen diesen Beweisen nur zwei wieder- 





zugeben, welche durch besondere Einfachheit der Grundlagen vor 
allen übrigen sich auszeichnen: den dritten der Langeschen Beweise 
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und den Beweis von Zeller in seiner von Frobenius ihm gegebenen 
Fassung. Beide Beweise beruhen auf dem Gaußschen Lemma, doch 
benutzt es der erstere derselben in einer anderen Deutung. In der 
Tat hat der Exponent u im Gaußschen Lemma, welcher, 


wenn es sich um das Symbol (2) handelt, die Anzahl der Viel- 


-fachen 


(23) 1:9,.2:9, 3:9, ...,2eg 

bedeutet, deren absolut kleinste Reste (mod.p) negativ 
sind, noch einen anderen Sinn. Denkt man sich nämlich nicht 
die absolut kleinsten, sondern die kleinsten positiven Reste 
(mod.p) jener Vielfachen bestimmt, indem man die;Gleichungen aufstellt: 


(24) hgq=a, pr, 


(für -1,9,3,...25) 


wo O<r,<p gedacht ist, so bezeichnet u auch die Anzahl 
der Fälle, indenenin diesen Gleichungen der Quotient 
a, ungerade ausfällt. 

In der Tat, ist a, ungerade, so müssen hq und r, und folglich 
auch die Zahlen A und r, ungleichartig, die eine gerade, die andere 


ungerade sein. Ist nun zuerst k gerade, A=2%', wo also A’ <a ist, 


so läßt sich die Gleichung (24) schreiben, wie folgt: 
2h-q=(a, +1) p—(p—r,) 








und gibt 
h' ERS. a, + 1 SP ar Y, 
4.— 2 p 2 b) 
nt ee e j : { 
wo 5 also entspricht jeder der Gleichungen (24) mit un- 


geradem Quotienten und geradem Ah ein Vielfaches A’q der Reihe 
(23), bei welchem #< z ist, mit negativem absolut kleinsten Reste, 


und wegen Ah=2% nd verschiedenen Gleichungen jener Art 
auch verschiedene Vielfache dieser Art. Ist aber ungerade, so liefert 
die Gleichung (24), in welcher nun r, gerade ist, die folgende: 


pP-hga=d—n) Pr 


und weiter, wenn py— h=2h" gesetzt wird, wo jetzt 7 a ist, 


2 


Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 4 
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wo z <5: also entspricht auch jeder der Gleichungen (24) mit un- 


geradem Quotienten und ungeradem hein Vielfaches h”’q der Reihe 
(23) mit negativem absolut kleinsten Reste, und es entsprechen ver- 


schiedenen jener Gleichungen auch verschiedene dieser Vielfachen; 


auch sind die letzteren, da A’ > z von den früheren, bei denen = 


war, verschieden. Man schließt also, daß den sämtlichen Gleichungen 


(24) mit ungeradem Quotienten a, ebensoviel verschiedene Vielfache 


der Reihe (23) mit negativem absolut kleinsten Reste entsprechen. 
Aber auch umgekehrt. Ist | 
"qgq=kp—r 
p 


ein Vielfaches mit negativem absolut kleinsten Reste und N<7: 


so folgt 
2h-.q=(2k—1)p+(p—2r), 

d.i. eine Gleichung der Reihe (24) mit ungeradem Quotienten und 
geradem Koeffizienten von g. Ist aber 7 > ES so darf man schreiben 
(p—2h)g=(—2kh,p+t2r, 
wo 2r<p, was also wieder eine Gleichung der Reihe (24) mit un- 
geradem Quotienten ist, welche von der vorigen verschieden ist, da 
in ihr der Koeffizient von q ungerade ist. Somit entsprechen also 
auch umgekehrt allen Vielfachen der Reihe (23) mit negativem absolut 
kleinsten Reste ebensoviel verschiedene Gleichungen der Reihe (24) 
mit ungeradem Quotienten. — Dies mit dem zuerst Festgestellten 
zusammen bestätigt die ausgesprochene Behauptung und gestattet also 

das Gaußsche Lemma in folgender Weise zu fassen : 


Bedeutet u die Anzahl der Fälle, in denen in den 


Gleichungen (24) der Quotient a, ungeradeist, so ist 


25 (2)- 0% 
(25) =) 
6. Stellt man nun neben den Gleichungen (24) auch die folgenden, 


analog gebildeten Gleichungen auf: 
(26) kp=brga+s, 


(fr k=1,2,3,... 152), 


ee ur 
ei Fi 
nn 77 


ee N „wu m Aa Ran 
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worin O<s,<g gedacht ist, und bezeichnet mit » die Anzahl der 
Fälle, in denen in diesen Gleichungen der Quotient b, ungerade ist; 
so findet sich ebenso 

(27) 2) = (-1). 


Da von den zwei verschiedenen Primzahlen p, qg eine den größeren 
Wert haben muß, sei etwa 9g>p. Dann ist 
EN SV, gepre geht 


und folglich jeder der Quotienten a, in den Gleichungen (24) kleiner als 


nn Andererseits ist in den Gleichungen (26) jedenfalls 5, =0;da 
—1 —1 
1 no rn. 4+5= E>F Tg, 
Derae. a 
aber kleiner als 798229 ist, so ist bh 757; ferner folgt aus (26) 
2 


k+l)p=ba+(p+t Ss) 
wo p+s, wegen p<qg,s,<g den Wert 2g nicht erreicht; mithin 
ist d,,, entweder gleich b, oder um eine Einheit größer. Die Quo- 


tienten 5, in den Gleichungen (26) wachsen also von Null bis & =e, 





indem sie alle Zwischenwerte durchlaufen. 

Dies vorausgeschickt, schreibe man die Gleichung (24) in der 
Form 
(28) a, p=khkh—V)a+W@-—n)- 


Da r,<p<g und, wie bemerkt, a, < 





1 ist, so ist diese so 
umgeschriebene Gleichung (24) auch eine der Gleichungen (26). Die 
auf sie folgende der letzteren Gleichungen wird daher 


@,tD) p=hqa+(p—r,) 
sein, also ist die Gleichung (28), welcher in der Reihe der Gleichungen 
(26) die a,te Stelle zukommt, die letzte dieser Gleichungen mit dem 
Quotienten A—1; ebenso würde die a, ‚te Gleichung (26) die letzte 
mit dem Quotienten A, und folglich die Anzahl dieser Gleichungen, 
denen der Quotient A zukommt, gleich a, ,,—, sein. Der äußerste 
Wert, den man bei dieser Betrachtung dem Index % beilegen darf, 


te der Gleichungen (26) hätte noch den Quo- 
4* 


Se 
ist h= a die A 
Br 
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tienten # _ während die folgende schon den Quotienten 2 > 
hätte, den nun, da auch der letzte Quotient 5b,_, noch gleich Zur 


2 
ist, wie gezeigt worden, alle Gleichungen (26) bis zur letzten, welcher 





die Stelle Sen . zukommt, beibehalten; die Anzahl der Gleichungen 


(26) mit dem Quotienten £ E - beträgt daher = u 


Zählt man demnach die Gleichungen (26), denen ein un gerader 
Quotient 1,3,5,... zukommt, so gibt es deren resp. a —qa,, u — 4, 








As — 0, ... Ihre Gesamtzahl » bestimmt sich also, wenn P = 





gerade, also p von der Form 4% -+-1 ist, durch die Gleichung 
(29a) ‚= —-4 4% - ga +, — ... E 1, 


27 
De 
2 





dagegen, wenn 1 ungerade, d.i. p von der Form 4% ar 3 ist, durch 


die Gleichung 
(29b) = tg. ty—... a, + 


er 
Faßt man aber diese Gleichungen als Kongruenzen (mod. 2), so 
kann man die erstere schreiben, wie folgt: 


=m+mtatat...+asta, (mod. 2) 


woraus man nun, die geraden a, unterdrückend und die ungeraden 
a;, deren Anzahl « genannt war, durch ihren !ıRest 1 ersetzend, 
sogleich 

(30a) v=u (mod.2) 





g—1 


‚_- erschließt. Ganz ebenso liefert die Gleichung (29b) die Kongruenz 


(30) ee: ds nad). 


Da nun Potenzen von — 1, deren Exponenten nur um Vielfache 
von Zwei verschieden sind, gleichen Wert haben, folgt im ersten 
Falle, d.h. wenn p von der Form 4%-+-1 ist, aus (27) in Verbindung 
mit (25) die Gleichung | 
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) 


mithin wieder (2)-(2), wenn 1 = gerade, d. h. q von der 
Form 4% +1 ist, und nur, wenn auch q von der Form 4% +3 ist, 


2-1) 
q p | 
Zusammenfassend kann man also das Gesetz aussprechen: 


Wenn wenigstens eine der beiden Primzahlen p,g 
von der Form 4k-+1 ist, haben die beiden reziproken 


Symbole (2). (2) gleichen, dagegen entgegengesetzten 





Wert, wenn beide Primzahlen von der Form 4k-+3 sind. 


Bemerkt man schließlich, daß das Produkt 2 2m ersten 


dieser beiden Fälle gerade, im letzten ungerade ist, daß also je nach 


diesen beiden Fällen 
RE er 
(-)? ?=+]1 oda =—1 


wird, so kann man das Gesetz auch durch die Formel 


er) 


oder, indem man mit 2) multipliziert und beachtet, daß das Quadrat 





2 
(2) einer Einheit stets + 1 ist, symmetrischer durch die folgende: 


& »\[q ae DR em. 
ee 2 2 
Se, (2)2)-: E 
zum Ausdruck bringen. 

Diese elegante Formel ist das Reziprozitätsgesetz 
der quadratischen Reste in der ihm von Legendre ge- 
gebenen Gestalt. - 

Man sieht, die Grundlage dieses Beweises von Zange, die Gleichungen 
(24) und (26), aus denen die Beziehung zwischen den Zahlen u, » 
allein aus dem Umstande entwickelt wird, daß die Ate der Gleichungen 
(24) als die a,te der Gleichungen (26) auftreten muß, ist die funda- 
mentalste Tatsache der Zahlentheorie: daß jede ganze Zahl n in be- 
zug auf eine andere m in die Form n=g-m-+r gesetzt werden 
kann. | 


Te ei | 5 
et it ur 
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7. Noch sehr viel einfacher aber verfährt der Beweis von Zeller 
und ist in der Fassung, welche man Frobenius verdankt, der denkbar 
einfachste aller Beweise und in wenigen Linien zu erledigen. Hier 
bezeichnen die Zahlen u,» in den Gleichungen 


el=con (gie 


wieder die Anzahl der Vielfachen 


—1 
(P) l:q, 2:9, el 


—1 
(Q) 139% 2.p, a 
deren absolut kleinste Reste (mod.p) resp. (mod.g) negativ sind, und 


es kommt darauf an, zu zeigen, daß in der Gleichung 
8 (2)- ER N re 
(2) p Sy 


By ls Inu)! 
utrv= 5 2 (mod. 2) 


ist. Nun kann der absolut kleinste Rest jedes der Vielfachen q&% 
aus der Reihe (P) gleich 9x —py gesetzt werden, wenn die ganze 


der Exponent 





Zahl y so gewählt wird, daß diese Differenz zwischen — Zund+5 


fällt, was nur auf eine Weise geschehen kann, wobei py ein Viel- 
faches der Reihe (Q) sein wird. Die Anzahl u bezeichnet also die 
Anzahl der Kombinationen x, y aus den Reihen 


(9):>1,02% Be resp. (9): 1,2538, a 
für welche 
® 0>ge—py>—5 


ist. Ebenso ist » nichts anderes, als die Anzahl der Kombinationen 
%,y aus denselben Reihen, für welche 

(II) 0>px—g2a>— 7 
ist, und somit ist «-+ v die Anzahl der Wertsysteme ©, y aus den 
genannten Wertreihen, für welche die Ungleichheiten 


Er 2 ad 
(III) >Py—-42>—5 


bestehen. Setzt man nun 
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el, ee, 

—# B) —%, y—1 2 yY, 
so durchlaufen x, y’ zugleich mit x, y resp. dieselben Wertreihen 
(p), (9), die Ungleichheiten (III) aber verwandeln sich in die folgenden: 


SoDy ge I, 
das heißt: jeder Lösung x, y von (III) entspricht eine Lösung x, y’ 
derselben Ungleichheiten, und demnach ist u + » eine gerade Zahl, 
ausgenommen den Fall, der nur einmal eintreten kann, wenn 





U De a 
ENTE TE er re 
ist, und nur dann möglich ist und eintritt, wenn pP ur, = ganze 


Zahlen, p, g also beide von der Form 4%-+3 sind; daher ist in 
der Tat 


Bee (mod.2). 
Man kann statt dessen auch folgendermaßen schließen. Es gibt 
| Pal, 
2 2 


Wertsysteme x, y aus den beiden Reihen (p), (9). Diese unterscheiden 
sich in solche, für welche 


(IV) py—qr>E 
ist, und deren Anzahl A heiße, und in solche, für welche 
E >PY—-AE>O 


ist, deren Anzahl wir « nannten; ferner in solche, für welche 
V>ny—g4E> wel 
deren Anzahl v» war; endlich in solche, für welche 
(W) nn 9e 
ist, deren Anzahl o heiße. Hiernach ist 
Pal Atu+vte. 


Da sich aber durch die Substitution der Größen x’, y’ an Stelle von 
x,y die Ungleichheiten (IV) und (V) ineinander verwandeln, so ist 
offenbar A=o, und sonach in der Tat 


ET N La ET Mr, N u 1 
- u FH « Wer 2% EICHE ar KEN WELCH er) 
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Pu tr+2I=utr (mod. 2), 


w.z.b.w. 
8. Jacobi hat eine Verallgemeinerung des Legendreschen Symbols 
eingeführt, welche gestattet, die für das letztere in den Formeln (20), 
(22) und (31) festgestellten Gesetze selbst zu verallgemeinern, indem 
man sie auf zusammengesetzte Zahlen ausdehnt. 
Sei P irgendeine positive ungerade Zahl; wir setzen 
(32) a a 
indem wir unter p, p’, p",... die gleichen oder ungleichen Prim- 
faktoren verstehen, in welche P sich zerlegen läßt. Ist dann a 
eine zu P teilerfremde Zahl, so soll das Symbol (2) 


P, 
durch die Gleichung 


a a\[a\[a 
8 DEniminEe 
definiert werden. 

Es befolgt ganz gleiche fundamentale Gesetze, wie sie für das 
einfache Legendresche Symbol in den Formeln (11) und (12) sich 
aussprechen. Sind nämlich a, «@ zwei (mod. P) kongruente, zu P 
teilerfremde Zahlen, in Zeichen 
(34) «=a (mod.P), 
so bestehen auch die Kongruenzen 

«=a (mod.p),, «=a(mod.p), «=a (mod.p"), ... 
und ihnen zufolge wegen (11) die Gleichungen 


EI O6 


aus deren Multiplikation ineinander bei Beachtung der Definitions- 
gleichung (33) und der ihr entsprechenden Gleichung 


u p p B pP 


(35) (&) == (&) für @=a (mod.P) 


hervorgeht; für zwei (mod. P) kongruente Werte a, a’ hat also auch 
das Jacobische Symbol gleichen Wert. 

Sind ferner a, a’ irgend zwei zu P teilerfremde Zahlen, so gilt 
dasselbe auch von aa’, und folglich hat man zu setzen 
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ee) lee) 

P p p p" Eu) 

jedes der Legendreschen Symbole zur Rechten aber kann nach Formel 
(12) in das Produkt zweier anderer aufgelöst und somit 


d.h. Fi (7) &) a (2) (<) ar 
(36) | (3). 


geschrieben werden. 

Zu diesen beiden Grundformeln (35), (36) tritt für das Jacobesche 
Symbol noch eine dritte hinzu. Sei nämlich auch Q eine positive 
ungerade Zahl und 
(87) g=add... 
ihre Zerlegung in Primfaktoren; dann wird, wenn a eine Zahl be- 
deutet, welche sowohl zu P als auch zu Q und daher auch zu ihrem 
Produkte 

















teilerfremd ist, 








Dr 
Achern 
und folglich 


ER 
a a\[a 
Ex 20) 26) 
sein. | 
Aus diesen Formeln ergibt sich nun zunächst 


ee Gr Er 


= A 


d. i. nach (20) 


(89) 
und ebenso 


2 


d.i. nach (22) 
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(40) (2) ee 


Schreibt man aber die Formel (32), wie folgt: 
Fa San U Ze 00 BO HE u En en 


und bedenkt, daß das Produkt von zwei oder mehreren der geraden 
Zahlen y—1, p—1, p"—1,... durch 4 aufgeht, so liefert die 
Formel die Kongruenz 


P-I1 SH TUE II DI nen 


also 
a de in 
und die Gleichung u läßt sich a schreiben: 
P—1 
(41) F)--DT. 
Ebenso ist 


P=(1+H{P! I) AFP 
Da nun das Quadrat jeder ungeraden Zahl, d.i. jeder Zahl von einer 
der beiden Formen 4% +1, durch 8 geteilt den Rest 1 läßt, indem 


Ak+l2=16R+8k+1 


ist, so sind die Zahlen »® — 1, p?®—1, p"””—1,... sämtlich durch 
8, jedes Produkt von zwei oder mehreren derselben also durch 64 
teilbar; man erhält daher aus der obigen Gleichung für P? die 
Kongruenz 


P?—1=(p—]1)+ (p?—D-+(p"”—D)-+... (mod.64) 
und daraus 


RI 2 2 
p p” nn 














SE .. (mod.8), 


also auch (mod.2), und somit statt der a (40) die einfachere 
folgende: 


P2—1 
2 


(42) =D ®. 


Hiernach gelten die Formeln (20) und (22) also auch dann, wenn 
der Nenner des Symbols eine beliebig zusammengesetzte positive un- 
gerade Zahl ist. | 

Um auch das Reziprozitätsgesetz zu verallgemeinern, bilden wir 
das Produkt der beiden Jacobischen Symbole 
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=. 
9-9 


indem wir P, Q als teilerfremde ungerade positive Zahlen voraussetzen. 
Löst man hier die einzelnen Legendreschen Symbole nach Formel 
(12) weiter auf, so erhält man offenbar im Ausdrucke des Produktes 


(2)-(2) jedes der Symbole 


dee ig 


mit jedem der Symbole 


EEE Bar} 


bzw. multipliziert, was kurz ausgedrückt werde durch die Formel 
ol) A) 
P 5 11 ag’ \pl 
Wird aber hier das allgemeine Glied unter dem Produktzeichen 
p—1 q—1 


nach (31) durch (—1) 2  ? ersetzt, so nimmt vorstehende Formel 
die Gestalt an: 











p—1 g9—1 
RO 7. 
(43) 5)lg)=c-» Ä 
wo nun der Exponent von — 1 die Summe aller Zahlen von der 
Form le bedeutet, welche man erhält, wenn man jeden der 
Primfaktoren 9, p'’,p”,. | . mit jedem der Primfaktoren g,g',9",... 
kombiniert, eine Summe, welche dem Produkte 
BENeDNTeN ka lee: 
| > E% 2 2% 2 ae 2 4 
gleich ist. Den ersten dieser beiden Faktoren fanden wir schon 
(mod. 2) mit 5r kongruent, ganz ebenso ist es der zweite mit 
a und daher der Exponent in (43) mit en So geht 


endlich die Formel (43) in die folgende: 


By 
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über und lehrt, daß auch das Reziprozitätsgesetz gültig bleibt, wenn 
die positiven ungeraden Zahlen, welche Zähler und Nenner der beiden 
reziproken Symbole bilden, nicht Primzahlen, sondern beliebig zu- 
sammengesetzt sind, vorausgesetzt nur, daß sie teilerfremd sind. 


Man darf endlich sogar eine der beiden Zahlen P, Q als negativ 


annehmen, wenn man übereinkommt, unter dem Symbole , dasselbe 


—Q 


zu verstehen, wie unter dem Symbole (2). In der Tat ist dann 


Q 


ee 
oa \P IT\ol\PI\P}' 
also nach (44) und (41) 
een 
Else | 
da aber der Exponent von —1 gleich 
FELL REIS (mod. 2) 





2 DIN EZ 2 
ist, darf schließlich geschrieben werden 
P ea a Sa 
ne 
(45) ee | 


was bewiesen werden sollte. 


9. Wir sind nun in der Lage, die in Nr. 4 gestellte Aufgabe zu 
lösen, nämlich den Wert der drei Symbole 


ae 
PA ADISND 
zu bestimmen. Die beiden ersten ergeben sich unmittelbar aus den 
Formeln (20) und (22), der Wert des dritten wird leicht gefunden, 


wenn man mit dem verallgemeinerten Reziprozitätsgesetze (45) den 
Euklkdischen Algorithmus verbindet. Auf diese Weise hat Eisenstein 


eine einfache Regel aufgestellt, die Bestimmung von (2) 


5) zu leisten, und ähnliche sind später 


von Kronecker, Lebesgue, Sylvester, Gegenbauer gegeben worden.*) 


und allgemeiner von © 


*) Eisenstein, Journ. f. Math. von Crelle, 27, 1844, S. 317; Kronecker, Berl. 
Akad. Sitzungsber. 1884, S.. 519; 1880, S. 698; Sylvester, Paris. ©. Rendus 90, 1880, 
“ 8.1053; Gegenbauer, Wien. Ak. Berichte, 82 II, 1880, S.931; 84 II, 1881, S. 1089. 
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Setzt man, unter P, Q zwei ungerade teilerfremde Zahlen ver- 
stehend, von denen @ positiv ist, dem Zuklidischen Algorithmus 


gemäß 

P=k Q + Q; n 
wo @, positiv und kleiner als Q gedacht ist, so kann statt dessen auch 

P=k+1)9—- (9 — 9) 

geschrieben werden, während der Rest — (Q— Q,) wieder numerisch 
kleiner als @, jetzt aber negativ ist; einer der beiden Quotienten 
k,%k-+1 aber muß eine gerade Zahl sein. Man kann also den Kukld- 
ischen Algorithmus stets so einrichten, daß der Quotient jeder der 
Divisionen gerade ausfällt, und schreiben 

—=2h: Q Te & Qı D 
wo @, wieder positiv und kleiner als © zu denken und g, gleich 
+1 oder —1 ist, und erhält ebenso fortfahrend den Huklidischen 
Algorithmus in der folgenden Gestalt: 


P =2hQ +a4%ı 
(46) . .]9 =2hdA+& % 

4 =2h,% + %& % 

9, =2h 9 &. +1 ur 
wo die Zeichen & ,&,&3, ...,&;,, Positive oder negative Einheiten be- 
deuten, je zwei aufeinanderfolgende Reste 9;, Q;+ı teilerfremd und 


zuletzt einer der Reste, etwa Qı+1, gleich 1 sein muß, da P, Q ohne 
gemeinsamen Teiler vorausgesetzt sind. Aus der allgemeinen Gleichung 


(47) Q,=2h'9; + &; +1 Q;1ı 
dieses Schemas folgt aber die Kongruenz 
N &,13 Q;,,. (mod. 9,), 
u! 
Q,; RES 


dem verallgemeinerten Reziprozitätsgesetze (45) gemäß darf man 
hierfür setzen 


also 


1 231 
(Ze) 2 (2) Na 
Q; Q;ı 

Man bilde diese Gleichung für @©=1, 2, 3,..., k, so entstehen %k 
Gleichungen, deren letzte wegen Q,,,—1 so lautet: 


Be ". N EN NE WERL A RE ne re Se r Ba nie A 
RE - ; : BRENT we We Dr a 
’ Pr. ' er, Eee 5 f h 7 
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= 
Q, 9,7 


Q U E41 +11 
| = se, (—1) 2. ARE 
Q, 


gesetzt werden kann, denn diese Potenz ist in der Tat gleich 1 oder 
u | 

gleich (—1) ? , je nachdem &,,,—=+1 oder —1 ist. Fügt man 

diesen Gleichungen noch die aus der ersten Gleichung des Schemas 

(46) auf gleiche Weise gewonnene 


ee 


hinzu, so liefert deren Multiplikation ineinander, wie sogleich zu 
übersehen ist, die neue Gleichung 


oder in die Gestalt 














P 2 2 
(48) (5) = 
Im Exponenten dieser Potenz von —1, welcher die Summe aller 
Zahlen von der Form 
9—1 85 11 


49) a 


für die Werte ©=0,1,2,..., k bedeutet, dürfen aber die geraden 
Summanden unterdrückt und die ungeraden durch ihren Rest 1 
(mod. 2) ersetzt werden; geschieht dies, so bezeichnet der neue Ex- 
ponent die Anzahl der Fälle, wo der allgemeine Summand (49) 
ungerade, d.h. die Anzahl der Fälle, wo in den einzelnen Gleichungen 
(47) gleichzeitig 9, und e,,,9,;,, von der Form 45+3 sind. Die 
Formel (48) lehrt also folgende 

Regel: Man zähle, wie oft in den einzelnen Glei- 
chungen des Schemas (46) die darin auftretenden Zahlen 
Q: und 8,,,%;,, gleichzeitig von der Form 4k+3 sind; 
ist N diese Anzahl, so ist 


R 
(60) ()= 0". 
Beispiele: 1. Die Zahlen p=743, qg= 211 sind Primzahlen; 


man sucht den Wert des Symbols eo) Das Schema (46) nimmt 
: 211 
die Gestalt an: 
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143= 4-211 — 101 * 


21l= 2-101+ 9 
1011=12:- 9— 7 
9— 2. T— 5* 


in diesen Gleichungen bieten die mit einem Sternchen versehenen 
den Fall zweier Zahlen von der Form 4% + 3, daher ist N=3 und 
211 


143 110 5 2 11 
(11) ist 3) = (0), was wegen (12) gleich ( -) en 


gesetzt werden kann; der zweite Faktor ist nach (22) gleich —1, 


)- —1. Man bestätigt dies durch folgende Betrachtung: Nach 


die anderen nach dem Reziprozitätsgesetze gleich (>) = 8 a 
nn) -2)- +1; im ganzen also wird gleich — 
Die Primzahl 743 ist also quadratischer Nichtrest der Primzahl 211. 
2. Da die Eisensteinsche Regel auch für zusammengesetzte Zahlen 
gilt, nehme man z. Be P=— 1365, 9 =5428681. Das Schema (46) 
wird hier das folgende: 
1365= 0- 9-+ 1365 
Q = 39183.1365 — 1289 


resp. — 


1365= 2-1289 — 1213 
1239—= 2.1213 — 1137 
1213= 2.1137 — 1061 
1137. 9:1061--.985 
1061= 2- 985 — 909 
985— 2- 909 — 833 
9—= 79.2833. 757 
33—= 2. TB7— 681 
77= 2- 681— 605 
681= 2- 605— 529 
605—= 2. 529 — 453 
BO a a5 a 
ABB mei 2.8977 22801 
Sit 10,501. ...005 
301= 2- 25 — 149 
Db—= 2.149— 73 
Mare 9. 73008 
RD Bi. 
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Keine dieser Gleichungen bietet den Fall zweier Zahlen von der 
1365 


Form 4%+3, daher ist N—=0 und > —=-+1. Darausfolgt auch 


Fr 


.da 9=]1 (mod.4), also = ist. Dies bestätigt sich wieder 
folgendermaßen: Man findet zunächst nach (12) 


OA! 


d.i. nach (20) und dem verallgemeinerten Reziprozitätsgesetze gleich 


BEE) 


also nach (11) gleich | 


„ee 


s — 1365 3 | 
Aus diesem Werte des Symbols (ss folgt nun nicht, daß 


die Zahl — 1365 quadratischer Rest sei von 5428681, d.h. daß die 
Kongruenz 
(51) x? = — 1365 (mod. 5428681) 


autlösbar sei. Es ist nämlich allgemein zu bemerken, daß aus (5)= 1 


nicht immer die Möglichkeit der Kongruenz 
(52) 2=P (mod.®) 
hervorgeht. Dies ist zwar der Fall, sooft @ eine ungerade Prim- 
zahl ist; wenn aber 
9=qll... 
aus mehreren solchen zusammengesetzt ist, so kann wegen 


DO 


sehr wohl S)=+i sein, auch wenn unter den Zegendreschen 


Q 
Symbolen der rechten Seite sich welche mit dem Werte —1 befinden, 
sobald nur deren Anzahl gerade ist; sooft aber auch nur ein 
einziges dieser Symbole den Wert —1 hat, muß P quadratischer 
Nichtrest von ©, d.h. die Kongruenz (52) unmöglich sein, denn fände 
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sie statt, so müßte sie es auch nach jedem der Primfaktoren von Q 
als Modul, d.h. P müßte in bezug auf jede der Zahlen g, g', g”,... 
quadratischer Rest, die sämtlichen Legendreschen Symbole in (53) 
also + 1 sein. — Im hier vorliegenden Falle ist aber die Kongruenz 
(51) wirklich lösbar und hat, wie Gauß (Disqu. arithm. art. 328) an- 
gegeben hat, die vier Wurzeln 


+2350978, +26002062. 


Viertes Kapitel. 


Die Linearform f=axc+by. 


1. Blicken wir zurück, so werden wir leicht erkennen, daß alles, 
was entwickelt worden ist, wesentlich aus dem Umstande gewonnen 
wurde, daß, wenn a, b zwei teilerfremde Zahlen bedeuten, die 
Gleichung \ 

(1) ac+by=1 

in ganzen Zahlen ©, y auflösbar ist, eine Tatsache, die wir aus der 
Grundtatsache der Zahlentheorie (Kap.1, Nr.5) mittels des Modul- 
begriffs hergeleitet haben. Kehren wir jetzt zu jenem Ausgangspunkte 
noch einmal zurück. 

Indem wir unter a, d, c,... irgendwelche, nicht notwendig 
rationale Zahlen, unter x, y, %, ... Unbestimmte verstehen, nennen 
wir den Ausdruck 

ac+by-ter-+..., 
welcher, wenn &, y, %, ... alle ganzzahligen Werte annehmen, die 
Zahlen des Moduls [a, 5, c,...] ergibt, eine Linearform, und 
insbesondere den Ausdruck 
(2) f=ac+by, 
der nur zwei Unbestimmte enthält, eine binäre Linearform. 
Statt der Unbestimmten x, y führen wir durch zwei Gleichungen 


(3) mau tpßy, y=yaÄrdy, 
in denen «, $, y, d ganze Zahlen bedeuten sollen, zwei andere Un- 
bestimmte x, y’ ein; wir nennen diese Einführung oder die 
Gleichungen (3), durch welche sie geschieht, eine Transformation, 
Durch Substitution in (2) erhalten wir 

f=alee +py)tbGeatdsN)—=laetbyatlaß+bo)y 


und dürfen, wenn wir 


Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 9) 
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(4) aatby=ad, aß+bd=b 
und 

(5) Man 


setzen, den Satz aussprechen: 
Durch die Transformation (3) verwandelt sich die 
Linearform fin die Linearform f". | 
Aus den Gleichungen (3) folgen aber umgekehrt diese anderen: 


(6) Ac=ödca—Py, Ay=—yı+tey, 
in denen / die Determinante 

P|. | 
(7) vd = ad—Py 








der Gleichungen (3) bedeutet, und durch sie geht f’” wieder rück- 
wärts in f über, wenn wir 4/=/=0 voraussetzen, da sich 
a +uy— SEHE. er, 

und aus (4) 
da=da—yb, AdAb=—Pa-+ab 
ergibt. | 

Beschränkt man sich aber auf ganzzahlige Werte der Unbe- 
stimmten, so leuchtet ein, daß zwar ganzzahligen Werten von =, y 
den Gleichungen (3) zufolge stets auch ganzzahlige Werte von &, y 
entsprechen, im allgemeinen aber nicht umgekehrt, da aus ganz- 
zahligen &, y mittels der Gleichungen (6) ebensolche Werte nur für 
As, Ay' gefolgert werden können. Ist /= +1, so erhalten daher 
mit x, y zugleich stets auch x, y’ selbst ganzzahlige Werte; diese 
hinreichende Bedingung ist aber auch notwendig, denn, wäre / von 
+1 verschieden, so gingen aus (6) für =1, y=0 die Werte 

A2—=05d, Ay=-y 
und für £=0, y=1. die Werte 
de=—-P, Ay=au £ 
hervor, und somit müßten, damit die Werte «, y’ stets ganzzahlig 
werden, «, 8, y, d den Teiler 7 gemeinsam haben, was mit der 
. Gleichung 
dA=a0— ß Y;» 

deren rechte Seite dann durch 7°, die linke nur durch 4 teilbar wäre, 
sich nicht verträgt. Wir haben so den Satz festgestellt: 


Damit vermöge der Transformation (3) ganzzahligen 
Werten von x, y' stets auch ganzzahlige Wertevonx,y 
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entsprechen und umgekehrt, ist notwendig und hin- 
reichend, daß die Determinante der Transformation 
gleich +1 ist. 

Da nun vermöge der Formeln (3) die Gleichheit 

ac+Hby=ac+ by 
der beiden Linearformen f, f’ hergestellt wird, so wird unter der An- 
nahme 4= +1 jeder Wert, welchen die Form ffür ganzzahlige &, y 
annimmt, einem Werte gleich sein, den die Form f’ für ganzzahlige 
x, y' erhält und umgekehrt, oder, wie wir sagen können, die Formen 
f, f' stellen dann für ganzzahlige Werte ihrer Unbestimmten dieselbe 
Gesamtheit von Zahlen dar. Wir nennen daher zwei Linear- 
formen f, f’ einander äquivalent, wenn sie durch eine 
Transformation mit der Determinante +I ineinander 
übergehen. 

Nun bildet die Gesamtheit der Zahlen, welche aus der Form f 
mittels ganzzahliger ©, y hervorgehen, den Zahlenmodul [e, 5] und 
die Gesamtheit der Zahlen, die aus f’ mittels ganzzahliger «, y’ ent- 
stehen, den Zahlenmodul [a’, #]. Das gewonnene Ergebnis läßt sich 
daher auch so aussprechen: \ 

Die Moduln [ae, 5] und [a’, 5’) sind einander gleich, wenn die 
Beziehungen (4) statthaben, während «, $, y, d ganze der Bedingung 


(8) ad—$y=H+1 


genügende Zahlen sind. Nennt man a,b die Basis des Moduls 
[a, 5], so darf man dafür auch sagen: ein Zahlenmodul [a, 5] bleibt 
unverändert, wenn seine Basis a, 5 durch eine andere a’, b’ ersetzt 
wird, die mit jener durch die Gleichungen (4) und (8) verbunden ist. 


2. Wir werden nun zunächst diesen Verhältnissen eine geo- 
metrische Deutung geben, die auf spätere Betrachtungen der 
gleichen Art vorbereiten soll. 

Unter Vektor verstehen wir, wie üblich, eine Strecke AB, wenn 
sie nicht nur nach ihrer Größe, sondern auch nach ihrer Richtung 
geschätzt werden ‚soll, so daß zwei Vektoren AB, A’B’ einander als 
gleich anzusehen sind, wenn die Strecken AB, A’ .B’ nicht nur gleiche 
Länge haben, sondern auch gleich gerichtet oder doch einander 
gleichstimmig parallel sind. Hiernach addiert man zwei Vektoren 
AB, A’B (s. Fig.1), indem man an den Endpunkt B des einen 
eine Strecke BC anfügt, welche mit dem andern nach Größe und 
Richtung identisch ist, und sieht den Vektor AC als Summe beider 


Vektoren an. 
5 * 


2 en ED 
SSR FE 
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ZB’ Dies vorausgeschickt, denke 
; man nun in gewöhnlicher Weise 


die beiden Achsen OX, OY eines 
ebenen Koordinatensystems, die sich 
unter einem beliebig gegebenen 


4 Winkel W schneiden mögen, und 

B trage nach beiden Seiten von O 
auf der Achse OX eine Strecke 

Fig. 1. von der Größe a*), auf OY eine 


Strecke von der Größe b zu be- 
liebig wiederholten Malen ab und ziehe durch die Endpunkte der 
aufgetragenen Strecken Parallelen je zur anderen Achse; so wird die 
ganze Ebene in unendlich viel kongruente Parallelogramme von der 
Größe absinw geteilt, und es entsteht ein sogenanntes Gitter G, 
dessen sämtliche Gitterpunkte, nämlich die Durchschnittspunkte 
beider Systeme von Parallelen, durch die Koordinaten ax, by be- 
stimmt werden, wenn für x, y alle ganzzahligen Wertsysteme gesetzt 
werden. Man nennt das Gitter ein Punktgitter, wenn von den 
Parallelen abgesehen und nur ihre Durchschnittspunkte in Betracht 
gezogen werden. Faßt man aber die Strecken a, b als Vektoren und 
bezeichnet sie als solche durch a, 5b, so gelangt man offenbar zum 
Gitterpunkte mit den Koordinaten ax, by, wenn man diese seine 
Koordinaten als Vektoren gedacht aneinanderfügt, und daher ist 
deren Summe 

ac + by 

der zum Gitterpunkte gehörige Vektor, d.i. die vom Anfangspunkte 
O nach ihm gezogene, nach Größe und Richtung genommene Strecke. 
Man ersieht aus dieser Betrachtung, daß der Gesamtheit aller Zahlen 
des Moduls [a, 5] die Gesamtheit der Gitterpunkte in @ oder auch 
der ihnen zugehörigen Vektoren eindeutig entspricht: der Zahl 
ax+ by der Endpunkt des Vektors #2 + b-y. | 

Insbesondere also werden den durch die Gleichungen (4) be- 
stimmten Zahlen a’, 5’ dieses Moduls die Vektoren 


(9) 0OA=aa+by, OB=a-ß+b.d 
oder ihre Endpunkte A, B mit den Koordinaten aa, by; aß, bö 


resp. zugeordnet sein. Nimmt man nun die Geraden, welche O mit 


*) Wir setzen hierbei a, d als positiv voraus. 
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A und mit B verbinden, zu neuen Koordinatenachsen OX’, OY’ und 
trägt auf diesen nach beiden Seiten von O die Strecken 0A, OB 









/ 


DE ZB 
Be TS 2 
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Fig. 2. 


beliebig oft ab, um dann durch die Endpunkte derselben je zu der 
anderen Achse Parallelen zu ziehen (Fig. 2), so entsteht ein neues, 
aus kongruenten Parallelogrammen bestehendes Gitter @’, und offen- 
bar werden die Vektoren seiner sämtlichen Gitterpunkte erhalten, 
wenn in dem Ausdrucke 


(10) O4:-x-+ OB: y' 


für ©, y' alle ganzen Zahlen gesetzt werden. Die Koordinaten dieser 
Gitterpunkte sind daher 

aaa +aßf-y=aladr +Pßy)=ax, 

by bo y=byatösy)=by 
und demnach jeder von ihnen ein Gitterpunkt auch von @; das ge- 
samte Gitter @’ gehört also dem Gitter @ als ein Teil des letzteren 
an. Dies gilt nun im allgemeinen nicht auch umgekehrt; damit beide 
Punktgitter @ und @’ gänzlich aufeinanderfallen, ist — wie aus Nr. 1 
einleuchtet — notwendig und hinreichend, daß die vier ganzen Zahlen 
a,ß,y, 0 die Gleichung (8) befriedigen. Denn alsdann und nur 
dann wird auch jeder Punkt mit den Koordinaten ax, by, d.i. jeder 
Gitterpunkt von @, ein Punkt mit den Koordinaten aa-«-t-aPß-y, 
by-«’+bö-y' d.i. mit dem Vektor (10), also ein Gitterpunkt von @’ 
sein, und somit beide Gitter sich decken. Fragt man aber nach dem 
geometrischen Ausdrucke dieser Bedingung, so lautet er dahin: daß 
die sogenannten Elementarparallelogramme beider Gitter, 
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d.h. die aus den Seiten a, b, bzw. OA, OB gebildeten Parallelo- 
gramme gleichen Inhalt haben müssen. In der Tat ist bekanntlich 
der Inhalt des aus OA und OB gebildeten Parallelogrammes, aus- 
gedrückt durch die auf OX, OY bezogenen Koordinaten der Punkte 
A, BD, gleich dem absoluten Werte von 


(a a-bd—aPp-by)-sinW—= (ad — By)-absin Ww 


und daher dem Parallelogramme absiny dann und nur dann gleich, 
wenn die Bedingung (8) erfüllt ist. 

Aus dieser Betrachtung ersieht man, daß durch eine Trans- 
formation 

sorry, YyrYEaroy, 
deren ganzzahlige Koeffizienten «, $, y, 0 der Bedingung (8) ge- 
nügen, das zur Linearform f=ax-+ by gehörige Gitter @ unver- 
ändert bleibt und nur auf eine andere Weise in Elementarparallelo- 
gramme geteilt wird. 

3. Haben wir bisher die Zahlen a, b beliebig gedacht, so ver- 
stehen wir, darunter nunmehr positive ganze Zahlen. In dieser 
Voraussetzung ist aber, wie in Kap. 1, Nr.3, 4 gezeigt worden ist, 
der Modul [a, b] oder, was ersichtlich dasselbe ist, der Modul [@, —b] 
identisch mit dem eingliedrigen Modul [d], in welchem d den En 
gemeinsamen Teiler von a, 5 bedeutet, und deshalb gibt es, wenn 
m irgendein Vielfaches von d, d.i. eine durch d teilbare Zahl ist, 
ganze Zahlen «, #, welche die Gleichung 


(11) aa—bp=m 
erfüllen, oder die unbestimmte Gleichung ersten a 
(12) ‚ ae—by=m 


ist in ganzen Zahlen x, y auflösbar. Daß sie auch nur dann auf- 
gelöst werden kann, wenn »» durch den größten gemeinsamen Teiler 
von a, b ebenfalls teilbar ist, leuchtet daraus ein, daß dieser auch in 
jeder Zahl von der Form a&—by aufgehen muß. Hat aber die 
Gleichung (12) eine ganzzahlige Auflösung, so hat sie deren stets 
unendlich viele, und sie können mit Leichtigkeit aus jener einen be- 
stimmt werden. In der Tat, sei «, # die eine Auflösung und &, % 
irgendeine andere, dann bestehen die beiden Gleichungen (11) und 
(12) zusammen, und es ergibt sich aus ihnen die dritte: 


ax —by=aa—bP 


oder a (c@—a)=b(y—P), d.i., wenn a=a’d, b= b'd gesetzt wird, 
wo nun «a, b’ teilerfremd sind, 
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a (@—0)=b (y—P), 
also ©—.« teilbar durch 5’, etwa —a=b'x und dann y—P=ar, 
wo % eine ganze Zahl bedeutet. Jede Lösung von (12) hat also die 
Form: 


(13) T=a+0n yaß+tr. 


Die Zahlen dieser Form stellen aber auch für jeden ganzzahligen 
Wert von % eine ganzzahlige Lösung der Gleichung (12) dar, da 
aus ihnen 
ace—-by=aua—bB=m 

hervorgeht. Demnach geben die Formeln (13) die vollständige 
Lösung der Gleichung (12) an, wenn darin für x alle ganzen Zahlen 
gesetzt werden. Sind insbesondere a, 5 teilerfremd, also d=1, so 
ist die Gesamtheit der Vielfachen »» von d mit der Gesamtheit aller 
ganzen Zahlen identisch; die Gleichung (12) ist dann also stets in 
ganzen Zahlen x, y auflösbar oder, wie man auch sagt, jede ganze 
Zahl m ist dann durch die Linearform ax — by darstellbar, und 
sämtliche Darstellungen derselben oder sämtliche ganzzahligen Auf- 
lösungen der Gleichung (12) werden aus einer derselben, «, £, durch 
die Formeln 
(14) t=e+bi, y=-P-+tax 
gefunden, wenn in diesen x alle ganzen Zahlen durchläuft. 

So hat also für teilerfremde a, 5b auch die Gleichung 
(15) ac—by—=1 
unendlich viel ganzzahlige Auflösungen, welche sämtlich in der an- 
gegebenen Weise mittels der Formeln (14) aus einer solchen Auf- 
lösung «, ß zu finden sind. Man merke, daß durch passende Wahl 
des ganzzahligen x nach der ersten der Formeln (14) der Wert von 
x auf das Intervall O bis 5 beschränkt werden kann, so daß 


(16a) | 0<x<b 
wird; setzt man nämlich «—=gb-+r, wo O<r<b gedacht wird, so 
erreicht man das Gewollte, wenn x—=—g gewählt wird. Da nun 
zufolge (15) 
| Il+by=ax 
ist, wird bei solcher Wahl von x 
by<ab, 


also auch 
(16b) O<y<a 
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sein*). Es gibt daher eine ganzzahlige Lösung der Gleichung (15), 
bei welcher x, % die Ungleichheiten (16a), (16b) befriedigen. Da 
zudem von den Werten des & nur einer zwischeu O und 5, und 
von den Werten des y nur einer zwischen O und a liegen kann, 
gibt es auch nur eine einzige Lösung x, y von der angegebenen 
Art. Fände man daher, daß eine Lösung Z, n derselben Gleichung 
die Ungleichheiten 
Ve ee 
erfüllte, so müßte man daraus schließen, daß sie mit der Lösung x, y 
identisch sei; an späterer Stelle werden wir Veranlassung haben, 
auf diese Bemerkung zurückzuweisen. 
Endlich leuchtet .ein, daß die Gleichung (12) mit der anderen: 


a DFB 

av 
in welcher die Koeffizienten von x, y teilerfremd sind, genau die 
gleichen Lösungen haben muß; deshalb darf man sich auf den Fall 
einer Gleichung (12) mit teilerfremden Koeffizienten beschränken. 
Weil alsdann aber die Gleichung (15) 

az —- by=Ni 

auflösbar ist und aus einer ganzzahligen Auflösung «, $ der letzteren 
sich eine solche Lösung @«m, 8m der Gleichung (12) und daher ver- 
mittels der Formeln 


s=aem+br, y=ßm-+az 


sich ihre sämtlichen ganzzahligen Auflösungen ergeben, so genügt 
es schließlich, allein die Gleichung (15) weiter zu behandeln und ihre 
sganzzahligen Auflösungen zu suchen. Mithin werden wir uns fortan 
auf die Betrachtung dieser Gleichung beschränken. 

4. Es kommt allein noch darauf an, zu zeigen, wie man eine 
ganzzahlige Auflösung der Gleichung (15) finden kann. Dazu könnte 
man zurückgreifen auf die in Kap.2 Nr. 7 gegebene Auflösung der 
Kongruenzen ersten Grades. In der Tat ist die ganzzahlige Auf- 
lösung der Gleichung (15) nichts anderes als die der Kongruenz 


(17) ac=]1 (mod.b), 


denn, wenn x, y ganze Zahlen bedeuten, welche die Gleichung 
(15) erfüllen, so stellt © eine Lösung der Kongruenz (17) dar, 


*) Die Gleichheitszeichen in den Formeln (16a), (16b) sind nur in dem »peziellen 
Falle d5=1 resp. a = 1 zulässig. 
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und umgekehrt folgt aus einer solchen die Teilbarkeit von ax —1 
durch 5, d. h. eine Zahl y, für welche ae —by=1 ist. Aber, so 
einfach die direkte Auflösung der Kongruenz (17) für kleine Moduln 
b ist, so umständlich gestaltet sie sich für große, und es empfiehlt 
sich vielmehr, umgekehrt ihre Auflösung auf diejenige der Gleichung 
(15) zurückzuführen. 

Weiter aber haben wir in Anknüpfung an den Zuklidischen 
Algorithmus für zwei Zahlen a, 5b an einem Beispiel gezeigt, wie un- 
mittelbar aus demselben eine Auflösung der Gleichung (15) gefunden 
werden kann, und wir wollen diese Methode jetzt allgemein ent- 
wickeln. Setzen wir a, 5b als teilerfremd, also ihren größten gemein- 
samen Teiler als 1 voraus, so nimmt der Puklkdische Algorithmus 
die Form an: 


18 ER, . 

Di = Dr r e v—3 Ex b, 2 
RE Fe 6, 
b,_ Er Di; ; Mal: n 1 


Setzt man hier in die letzte der Gleichungen, welcher die Gestalt 
u FR FE er 


gegeben werde, für 5, , den aus der vorletzten Gleichung ent- 
nommenen Wert, so geht sie über in 


(19a) N RER 


v—2 v—l 
durch Substitution des aus der drittletzten Gleichung entnommenen 
Wertes für 5, , verwandelt sich diese in die folgende: 


(19 b) DB; (@, , N ar 1) A: Di (&, ; KEE%g | an 1) Er 3) =, 1 
usw.; allgemein ergibt sich auf solche Weise eine Formel 

(19) DER, Ar PERS Dr Ar = (— 1)' s 

worin A,_, +41 Ar Re Zahlen bedeuten, deren erste aus den Quotienten 


v—3 


[04 


ER, &,_i-+31 arte: ey LE 2 


deren zweite aus den Quotienten 
Gy RM ir89 a 5 | 


durch Addition und Multiplikation gebildet und demnach, ebenso wie 
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diese, positive ganze Zahlen sind. Um diese ihre Abhängigkeit von 
den Quotienten «, anzudeuten, setzen wir 


Aa, ara a, 
Ale, un CARE BEER U ED AR 
eine Bezeichnung, welche von Gauß”*) (Disgq. arithm. art. 27) herrührt 
und daher Gaußsche Klammer genannt wird. Führt man den 
angedeuteten Prozeß bis zur zweiten der Gleichungen (18), d. i. bis 
i=v fort, so findet sich aus (19) die Gleichung 
(20) AA N 
worin 

Fa URS Er HE FE | 
und, noch einen Schritt weitergehend bis zur ersten der Gleichungen 
(18), die folgende Gleichung: 


(21) o-A—b-A= 1)", 
in welcher 
(22) A={e, 0 OR 4} ; N 


zu Setzen ist. | 
d. Es handelt sich nun darum, die fundamentalen Eigen- 
schaften der Gaußschen Klammernausdrücke zu er- 
mitteln.‘ Zunächst ergibt sich ihr einfaches Bildungsgesetz folgender- 
maßen: 
Stellen wir neben die Gleichungen (18) die folgenden: 


X% U FEY + Yı 
| Ye 
(23) . . . . . 5 . 
Vigo Ya U 
(Ya y Tl 
so werden, wenn x, % nach Belieben gewählt werden, auch alle 
folgenden Größen %,, %,, -.., y, durch jene Gleichungen mitbestimmt 


sein. Aus diesen letzteren ergibt sich aber auf gleiche Weise, wie 
die Formel (21) aus den Gleichungen (18), die Beziehung 


(24) Ay Ale ER, 
und, wenn man den gleichen Prozeß, doch erst von der vorletzten 
der Gleichungen (23) aus wiederholt, diese analoge: | 


*, Gauß benutzt eckige Klammern; um Verwechslung mit dem Modulzeichen 
zu vermeiden, ist hier das andere Klammernzeichen gewählt. 


N 
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(24a) x-B—y-B=(—1)-y,_;. 
endlich, wenn man erst mit der drittletzten Gleichung beginnt, die 
Beziehung 
(24 b) 1’ —yT=(-1y, 5 
wo nun 
B=le, Bee, ae 
Eid, line, A 
sind. Diese drei Beziehungen mit Rücksicht auf die letzte der 
Gleichungen (23) verbindend, gewinnt man die folgende: 
x-I’’— y-IT=x-(4—a, ,-B)—y-(A—a, ,B), 


der zufolge, da die Unbestimmten x, y beliebig gewählt werden können, 
etwa einmal gleich 1, O, ein zweites Mal gleich 0, 1, 


T=A-a, ,B, T’=4-a, ,B, 


also 
A=ea, ,B+HL, 


d. i. mit Beachtung der Ausdrücke für A, B, IT’ nachstehendes 
Bildungsgesetz: 


(25) fa, ORTEN, BE E ENT: Va) a A 
+fe, EU a, 


gefunden wird. | 
Andererseits erhält man aus den Gleichungen (23) neben der 
Formel (24), welche (21) entspricht, der Gleichung (20) entsprechend 
die folgende: E 
YATyA—=—DY,, 
d.i. wegen y, =x— «ay die Gleichung 
Ah—(A+eA)y=(- NY 
deren Vergleichung mit (24) die weiteren Beziehungen 


A=4, 4A=-AM+oA4, 


y? 


ergibt. Die erstere derselben lehrt, daß auch der Koeffizient A’ eine 
Gaußsche Klammerngröße wie A ist, nämlich 


4'= {a en ae } 


12 "ao Dt 
und demnach, da A/ zu A, in derselben Beziehung steht wie A’ zu 


4A, auch 
1 
Al; RE 0, 
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ist; während nun die zweite ein neues, der Formel (25) ähnliches 
Bildungsgesetz für diese Klammerngrößen liefert, nach welchem 


ie, EEE = a{0, I a,_4} 


(26) +fe,, Os; ERIR) 4} 


ist. 
6. Die Verbindung der Formeln (25) und (26) miteinander ge- 


stattet sogleich eine dritte Eigenschaft der Gaußschen Klammern zu 
erhärten, welche in der Gleichheit 


(27) la, ER fe, an 02.90 a) 


ihren Ausdruck findet, man darf also die Reihe der Quotienten um- 
kehren. Nach (19a) ist 


fü,_ a, ci 0-3 en Fr 1 ’ 
fa,_, 9 a, er 0,4 ey 7 1 
sein, und daher steht die Gleichung (27) für zwei Elemente bereits fest: 


la, lee, 


Nehmen wir an, sie sei schon allgemeiner für weniger als » 
Eiemente festgestellt, so darf man die Gleichung (26) auch folgender- 
maßen schreiben: 


tz ESS ae N RE ER AR ea 


ebenso würde 


+ je, Si 0 Oh, 
wo nun die rechte Seite auf Grund des Gesetzes (25) durch 
la, 5 @,2uy + an 0a 05 a 


ersetzt werden darf; demnach gilt dann die Formel (27) auch für v 
Elemente und somit allgemein. 


Eine fernere Eigenschaft lehrt die Formel 
1.0, er De sans rest 
—(—1)- Ja, EEREREEN Fr 


die ebenfalls durch allgemeine Induktion bewiesen wird. In der 
Tat ist 


(28) 


[— Gast; a, — 2 ar l— fo, ; ’ BEN 


die Formel (28) besteht also für zwei Elemente; wird nun voraus- 
gesetzt, daß sie bereits allgemeiner für weniger als » Elemente be- 
wiesen sei, so liefert die Formel (26) zunächst 
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I—a, TERRA —a, = —a.|—a,, N pe 0,_} 
+1—0,, I% 3—l,.4h 
also nach der Voraussetzung gleich 
(—NM’-afo, &5 ..., 44 Bee Io SAL PL 
d. h. wieder nach (26) gleich 
& =D) 0, ED, NE 
die Formel (28) besteht dann also auch für » Elemente und ist auf 
solche Weise als allgemein bewiesen. 


Endlich schreiben wir die Gleichungen (23) in umgekehrter 
Reihenfolge auf nachstehende Weise: 


Y, EHE RR, Any 
ES Isar ER ap, Y,_3 
Us 220 “Yı +yY 
Ve rl 


Entsprechend der aus den ursprünglichen Gleichungen (23) gefolgerten 
Beziehung (24) und bei Berücksichtigung des Klammernausdruckes 
für A’ geht hieraus die Beziehung 


Yullie m RE Ve ya di — a} 
BF aınerı: DE Aa — = (1.2 
oder 
(29 a) | DE RL 
LE G,_o1 +, 0%; el 


hervor, während aus den Formeln (24), (24a) durch die Elimination 
von y die andere: 


(29 b) y‚B+y_,A=(-V’-(dB—BA)« 
gefunden wird. Hierin ist 
A=fe, Gene EU HER ET ER al 
AO, dad, 1} 
B=fe, EEE gr 10, EC, al), 
also 
B—=!a,, DEN, 0, g}- 


Da somit die Koeffizienten von %,_,, y, in den beiden Formeln 
(29a), (29b) übereinstimmen, erschließt man auch die Gleichheit der 
Koeffizienten von x und folglich die wichtige Beziehung 
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| la, RES a, 10 eh G,_51 
(30) —le, On Ogı een &%,01-f, Age 4} 
a 


‘. Die Gaußschen Klammern haben eine besondere Bedeutung - 
für die gewöhnliche Kettenbruchentwicklung des rationalen Bruches 


= wie denn der Euklidische Algorithmus für «, 5 unmittelbar zu 


dieser Kettenbruchbildung führt. Denn aus den Gleichungen (18) 
desselben schließt man die folgenden: “ | 








+ 
b b, 
Beten 
DR bs 
2 0, D, 
D,_g b,_1 
Da Be Er Do 
b,_> 1 S 


und nunmehr durch allmähliche Substitutionen in die erste dieser 
Formeln den Kettenbruch h 


3). Sat 





wo «, für b,_, gesetzt, der letzten der Gleichungen (18) nämlich noch . 
eine weitere Gleichung 


dass P ö nee 
a Ze le a ne an it, fe u a 






Dr = a 


hinzugefügt ist. Um die unbequeme Schreibweise solcher Brüche zu 
vermeiden und Raum zu sparen, wollen wir fortan für diesen Ketten- 


bruch das Zeichen 

a 
(32) 5% Rn lgı ro un «,] 
verwenden. Bricht man ihn bei seinen einzelnen Teilnennern 
&y gy 2.2. &,_,, a, ab, so erhält man seine aufeinanderfolgenden 
Näherungsbrüche 





19 


usw. Jeder von diesen läßt sich wieder in die Form eines gewöhn- 
lichen rationalen Bruches er 


of, a+ mt, 
(33) Me 
ä Eee 
+ BELLE 


usw. Schon hier sieht man Ausdrücke erscheinen, die durch Ver- 

gleichung mit den Koeffizienten der Formeln (19a), (19b) als 

Gaußsche Klammern erkannt werden. In der Tat zeigt man leicht, 

daß der Kettenbruch 
[®; a ae ehe, 4] 

gleich dem Quotienten zweier Gaußscher Klammern: 


| ESTER 
(34) ee er a ee 


fa 13 Oo, u RAR a} 


ist. Dies stimmt den Gleichungen (33) zufolge für Kettenbrüche mit 
zwei und mit drei Gliedern; wir wollen annehmen, es sei allgemeiner 
bereits für solche mit weniger als # Gliedern bewiesen. Da nun 


| a,» - 


und nach der gemachten Annahme 


0% 
fa, MUERTIERTN : 
[04 & ee ee 
[%; DR) ’ 04 { 


ist, so ergibt sich 


|®, & , &» ER, « .,]|>=e+ ER 
1, Ag> pn ) a} 
> f 
a fa, , ER + fe, RE 4 
SIT FETEST RITTER TE EEE ET TE Fr ET re 
la, , ae u, 


d.h.nach dem allgemeinen Bildungsgesetze (26) für die Gaußschen 


Klammern gleich 


(%, a u) 


fa, ; es 4 


ae 
FRE HARSRE 
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und somit erhält man die Formel (34), deren allgemeine Gültigkeit 
auf solche Weise erwiesen ist. 


8. Dieser Nachweis und das Bildungsgesetz (25) der Gaußschen 
Klammern gibt nun einen einfachen Algorithmus an die 
Hand, die sukzessiven Näherungsbrüche des Ketten- 
bruches (31) zu bilden. Man setze allgemein den öten Näherungs- 
bruch 


2 %; 
(35) [8 0, Os. ale 
ı 


indem man unter z,, n, ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler ver- 
steht. Dann schreibe man die Reihe der Teilnenner des Ketten- 
bruches (31) 

(36) leo: « 


1? Ogyere, %;_1 I | 0,249 0, 


denen man die Glieder 1 und das Anfangsglied « voranstelle, und 
unter sie die Brüche 





gewählt werden (der Bruch n ist dabei rein in formalem Sinne zu 


nehmen, da ihm kein Wert zukommt). Alsdann findet man einfach 
%. 
Zähler und Nenner des ten Näherungsbruches == vom zweiten an ge- 


rechnet, indem man den Zähler resp. Nenner des @©— 1ten Näherungs- 
bruches mit dem Teilnenner «, , multipliziert und dazu den Zähler 
resp. Nenner des ©— 2ten Näherungsbruches hinzufügt. Denn die 
Vergleichung der Formeln (34) und (35) ergibt, da die Gaußschen 
Klammern in der ersteren von ihnen wegen (30) teilerfremd sind, 
ebenso wie %,, n,, die Gleichheiten 


(37) je — fa, 
n,={a, , 0%, u. 4) 
also nach (25) 
„=fe, yo. + le, % nz ;_g} 


n,={@,, Goyer.y +, 0; .o0.g 5} 
oder 











Br 
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2.0, ,*%. 2. 
(38) = 1 RR 
Ü ı—1 i—1 i—2° 
Nimmt man z.B. 
a—1126, 5353, 
also 
1126 = 3-353 + 67 
353 —=5- 67 +18 
67=3- 18 +13 
13=1- 13+ 5 
1332-25-43 
5B=1- 5+ 2 
a RE 
| 
ne 1126 
(39) 355 = 5, 3, r 2, 1, Be 2], 


so erhält man das Schema: 
ROSTIRERDN AT E ner Nrnae rer?” 


TE |; n,=5 140-5 
%—=3- 16+ 3= 51 n—=3: 5t1=16 
4=1-5l+ 16= 6 n,=1- 16+ 5= 21 
%—=2- 67 + 5 18 m; —=2- 211 +16— 58 
%—=1-185+ 67= 252 „1: 58+21= 79 
x —=1-252 4 185— 437 n,—=1- 79 +58 —= 137 
x = 2-437 + 252 = 1126 1; = 2-137 + 79 = 353. 


Die Reihe der Näherungsbrüche für den Kettenbruch (39) ist 
daher die folgende: 
3°..16 351 260% ° 185% 252, 437° ..1126 
TEN 58 TE O1 DB Ta IB. 868, 
deren letzter, wie es sein muß, mit dem Werte des ganzen Ketten- 
bruchs übereinkommt. 
9. Die bisher betrachteten Kettenbrüche bestanden stets aus 
einer endlichen Anzahl von Gliedern. Bedeutet aber 
0%, 04,0, Oz, Ay, »..» 
eine Reihe von positiven ganzen Zahlen, die nach irgendeiner vor- 
geschriebenen Regel unbegrenzt fortgesetzt werden kann, so läßt sich 


. :dementsprechend auch ein Kettenbruch 


Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 6 


’- “ - R r r N RT 7 I. A i 
; - Er N FE ER EIER 
s 54 - Be we PEN 
i ! j er 
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(40) 2=|e, 0,0%, 0, %,... 
aufstellen, der aus einer unbegrenzten Menge von Gliedern besteht. 
Da ein solcher, an einer beliebigen Stelle abgebrochen, wieder zu 
einem endlichen wird, so werden die Gesetze, die soeben für die 
Näherungsbrüche im letzteren Falle abgeleitet worden sind, auch für 
die Näherungsbrüche des unendlichen Kettenbruchs gelten. Aber es 
fragt sich, ob diesem ein bestimmter Sinn zukommt, dem gemäß er als 
eine Zahlengröße angesehen werden darf. 

In dieser Hinsicht bemerke man, daß auf Grund der für Gauß sche 
Klammern erwiesenen Gleichung (30) zwischen den Zählern und 





ER —: 
Nennern zweier aufeinanderfolgenden Näherungsbrüche es : = die 
EN 
Beziehung | 
(41) MAT NAT I 105 


besteht, aus welcher die andere: 


%; {A = Ns 1)' 


= nn BE 





hervorgeht. Da nun die Größen z,, n, als Werte von Gauß schen 
Klammern positive ganze Zahlen sind, so hat die rechte Seite dieser 
Gleichung einen positiven oder negativen Wert, je nachdem 2 gerade 
oder ungerade ist. Man schließt also, daß jeder Näherungsbruch 
gerader Ordnung größer ist als der ihm voraufgehende Näherungs- 
bruch ungerader Ordnung. Verbindet man ferner die Gleichung (42) 
mit der durch Verwandlung von 2 in +1 daraus hervorgehenden 


Gleichung 
Kt 2, Gab: +1 





Me 1; NN; 44 
durch Addition, so findet man 
T 
(43) —————— nn 
; ) 
ALERT TERN OR BR 


wo die Klammer zur Rechten einen positiven Wert hat, da Zähler 
und Nenner der Näherungsbrüche der Bildung der Gaußschen 
Klammern oder den Formeln (38) zufolge offenbar mit zunehmendem 
Index ® fortwährend und zwar über jede Grenze hinaus wachsen. Ist 
also © ungerade, so ist der Unterschied (43) der beiden Näherungs- 
brüche negativ, d.h. die Näherungsbrüche gerader Ordnung 
(44) a, =, 

my N NM NR 
bilden eine unbegrenzte Reihe abnehmender rationaler Werte; 
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für gerades © aber wird der Unterschied (43) positiv sein, d. h. die 
Näherungsbrüche ungerader Ordnung | 
(45) a an, 
YO N MM 

bilden eine unbegrenzte Reihe wachsender rationaler Werte. Da 
zudem, wie gezeigt, die Glieder der letzteren Reihe stets kleiner sind, 
als die entsprechenden Glieder der ersteren Reihe, und ihr Unter- 
schied gegen diese der Formel (42) zufolge mit wachsendem : un- 
endlich abnimmt, so sind die beiden Reihen (44) und (45) zusammen- 
genommen zwei gegeneinander konvergierende Wert- 
reihen*), die miteinander einen endlichen Grenzwert definieren. 
Dieser Grenzwert ist als der Wert des unendlichen 
Kettenbruchs 2 zu betrachten. 

10. Im Vorstehenden liegt zugleich der Grund für die Bezeichnung 


der Brüche n als Näherungsbrüche des Kettenbruchs. In dem 


besonderen Falle, wo dieser nur ein endlicher ist, nähern sich jene 
Brüche, diejenigen ungerader Ordnung stets wachsend, diejenigen 


gerader Ordnung stets abnehmend, dem Werte = des Kettenbruchs, 


bis der letzte von ihnen mit diesem Werte selber zusammenfällt. 
Man hat demnach für den Kettenbruch (31) die Gleichung 
FEN ME 
TREE 
und da Zähler und Nenner sowohl des einen wie des andern dieser 
Brüche teilerfremde positive Zahlen sind, jene nach der Definition, 
diese nach der Voraussetzung, müssen die Gleichungen bestehen: 


Ku; n,,=b. 


Da aber nach der allgemeinen Formel (41) 
N, — N, = HER 
ist, läßt sich auch schreiben 
a.n,—b:,—=(— 1)" 
und hieraus findet sich sogleich eine Auflösung der Gleichung 


(46). ac—by=1 
in ganzen Zahlen, indem man 
(47) =(-YHn, y-=l-1"r, 


2 Verde Verf. Vorlesungen über die Natur der Irrationalzahlen, Leipzig, 
1892, S. 7f£. a 
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setzt. Man erhält also folgende einfache Regel, um eine Auf- 
lösung der Gleichung (46) zu ermitteln: 

a 
b 
und bilde für diesen seinen vorletzten Näherungsbruch; ist dieser 


Man entwickle den Bruch — in einen gewöhnlichen Kettenbruch 


“, so geben die Formeln (47) die gesuchte Lösung. 


Hierbei kann man sich immer so einrichten, daß eine Lösung in 
positiven Zahlen erreicht wird. Dies geschieht gewiß, wenn » ungerade 
ist; wäre aber.» gerade und daher die durch (47) gegebene Auflösung 
eine solche in negativen Zahlen, so läßt sich der Kettenbruch (31) so 
abändern, daß die Anzahl seiner Teilnenner um eine Einheit kleiner 
oder größer wird, » also durch »— 1 oder v» +1 ersetzt wird; wenn 
dann die angegebene Regel auf diesen abgeänderten Kettenbruch an- 
gewendet wird, so ergibt sich eine Auflösung in positiven Zahlen. In 
der Tat kann man im Kettenbruche (31) statt der zwei Glieder 

+ 
falls @,—=1 ist, ein einzelnes Glied (@, , +1), ist aber «,>1, die 
drei Glieder i 


@—D+J 


a 


v—1 


schreiben. 
Liegt z. B. die Gleichung 
1262 —333y=1l 
zu lösen vor, so bilde man den Kettenbruch (39), als dessen vorletzter 


Näherungsbruch 
m 
2.0.1371 
gefunden worden ist; daraus ergibt sich die Lösung 
z—=-13T,. y—=437 


in positiven ganzen Zahlen. Schriebe man dagegen den Kettenbruch 
(39) in der Gestalt 
3; DEFENSE T, l,]; 
so träten an Stelle der beiden letzten Näherungsbrüche a 
137’ 353 
jetzt diese drei: ; 
437 689 1126 


137252210.0.0593: 
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und man erhielte eine Auflösung 
= —-216, y=—689 

in negativen Zahlen. 

11. Wir kehren nunmehr zu den linearen Transformationen von 
der Form 
(48) =antpßy, yyEa+sy 
wieder zurück. Für unsere späteren Betrachtungen sind diejenigen 
von ihnen von besonderer Wichtigkeit, welche man unimodular 
nennt, bei welchen nämlich die ganzzahligen Koeffizienten «, ß, y, d 
die Bedingung 
(49) ad -Ay—=Hl 
erfüllen. Man sieht, daß bei diesen «, y teilerfremd sein müssen ; 
hat man aber für «@, y irgendein Paar solcher Zahlen gewählt, so 
hat die Gleichung 

az —yy=1l 

unendlich viele ganzzahlige Auflösungen, die wir sämtlich den vor- 
stehenden Betrachtungen gemäß finden können, und jede von ihnen: 
z=6d, y=P, liefert, mit passendem Vorzeichen genommen, eine 
der unimodularen Transformationen, deren Anzahl also ebenfalls un- 
endlich groß ist. 


Setzt man das Verhältnis — der beiden Unbestimmten x, Y 


4 


gleich w, und ebenso ER NG so ergibt sich zwischen diesen Größen 
o, w den Gleichungen (48) zufolge die Beziehung 

N; o—+Pß 
mittels deren statt der Größe w die Größe w’ eingeführt oder diese 
an der ersteren Stelle gesetzt wird, und die wir daher eine lineare 
Substitution nennen wollen. Setzt man nun ebenso 

BELHUR HR 
(51) ;5 DE} y PL + Öö’ 
und trägt diesen Wert in die Formel (50) ein, so findet man leicht 
die Gleichung 
(52) LTR 


Tao 
worin 


EN "—adtßy, =aß+ße 
"=ya-+oöy, "ey +0 








a a a a re 
RER RR Ba 
u 3 N Ra RAR 
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ist; auch ergibt sich aus diesen Werten von «”, 8”, y”, ö” ohne Mühe 
die Beziehung 
(54) it — = (ad —Py)-(A BY). 

Man erkennt solcherweise, daß durch Zusammensetzung zweier 
linearer Substitutionen (50), (51), d.h, wenn man auf die erstere 
die andere folgen läßt, wieder eine ebensolche Substitution (52) ent- 
steht, was wir kurz ausdrücken, indem wir sagen: das Produkt zweier 
Linearsubstitutionen ist stets wieder eine solche. Man sagt auch statt 
dessen, die Gesamtheit aller Linearsubstitutionen bilde eine Gruppe. 
Dasselbe gilt aber auch, wenn wir aus der gesamten Menge aller 
Linearsubstitutionen nur diejenigen ausscheiden, bei welchen die 
ganzzahligen Koeffizienten «, $, y, d die Bedingung (49) erfüllen, 
nämlich für die Gesamtheit aller unimodularen Linearsub- 
stitutionen: auch diese für sich bilden eine Gruppe. In 
der Tat, sind (50), (51) irgend zwei von ihnen, also 


ao By—=+l, dd—hy—tl, 


so ist auch ihr Produkt (52) eine von ihnen, da dann wegen (54) 
auch «”, 8”, y", 0” ganze Zahlen sind, welche die Bedingung 
tl 

erfüllen. | 

12. Alle diejenigen Substitutionen dieser engeren Gruppe, bei 
denen «, , y, d positive, der Bedingung @d — fy=1 genügende 
ganze Zahlen sind, lassen sich aus zwei fundamentalen oder er- 
zeugenden Substitutionen zusammensetzen. Um dies zu zeigen, 
unterscheiden wir diese unimodularen Substitutionen (50) in zwei 
Kategorien, je nachdem in ihnen «>Pß oder a<Pß ist. Entwickeln 
wir im ersteren Falle den Bruch 5; in einen gewöhnlichen Ketten- 
bruch, welcher 

& 


(55) y |}; A; LER eg 4,_,] 


j rn %, & i f 
sein möge, so daß RR und genauer z,—=«a, n,—y sei; dabei 
N. 


dürfen wir einer Bemerkung in Nr. 10 zufolge v als eine gerade 
Zahl voraussetzen. Nach der Bildungsweise der Näherungsbrüche 
ergibt sich dann 

not ao ze 
,„o+n, , yon, ,' 





(6) 4; LE ho, une 15 0] = 


während nach (41) 


nr Pa ei 
£) “ =”) 
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(57) ANA —T BRITEN. ns 8 =D =l 
gefunden wird. Vergleicht man aber diese Beziehung mit der voraus- 
gesetzten Gleichung «d — ßy=1 und bedenkt, daß ebenso wie 
O<P<a auch O<z, ‚,<z, d.i. <a ist, so schließt man, wie in 
Nr. 3 bemerkt worden ist, die Gleichheit z, ,=f und somit auch 
n, „—=6 und solcherweise aus (56), daß der Kettenbruch 

RR En 
(4, A; A,; Er As w em rau kei, 

ausführlich geschrieben 


(58) ee 
+7 1 
ern: nn 1 
, v—1 45 Far, 
1st. 
Im zweiten Falle entwickle man e in einen Kettenbruch 
(59) Ela, Kris, 1]: 


in welchem » ungerade sei; dann ist z,—=f,n,=06, also 


P= Y_{MY%,_{f + %,_99 = CR LER | = N ,_9 
und 
Pe T%,_3. 


gez: ’ 
d H,_ı 10 5 B N, 


wenn also «, , ersetzt wird durch «,,+v, so ergibt sich der 





Kettenbruch 
j ar Te 
nn Nuten en, 
160) + 
IR NW LO, 


Die Vergleichung der Beziehung 
„11% een tl 
mit der vorausgesetzten Gleichung &d — ßy=1 ergibt aber mit Be- 
achtung der Ungleichheiten 
Ve Der ad laß 
nach der schon vorher angezogenen Bemerkung in Nr. 3 die Gleich- 


ren nın N 





heit «@—=x, , und damit auch y=n, ,, mithin auch die folgende: 
neo +B_ 
lu; Ks Han er, Hy lien re 


oder ausführlich geschrieben: 
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tg 
(61) Te s 


++. 
a. “„.,tre. 


Dies vorausgeschickt, bezeichnen wir nun mit 7 (#’) die Substitution 





Zzm=— 


z’ 

und mit $(#’) die Substitution 

z=x-+l, 
welche beide der engeren Gruppe der unimodularen Substitutionen 
angehören; die offenbar durch A- -malige Ausführung der zweiten ent- 
stehende Substitution 

=x-th 
"bezeichnen wir als hte Potenz von $(z’) durch 8? (z#’). Hiernach 


’ 


entsteht augenscheinlich a aus @, wenn zuerst 7 (w) und 


hierauf A,_, mal die Substitution S (=) angewandt wird, oder durch 
die zusammengesetzte Substitution SP-17 (w). Nun entsteht 


1 
A, Sr + 
A, er: w 


1 a ; 
ebenso wieder aus RE a per, wenn auf letztere Größe zuerst die 


Substitution T(#), dann A, „mal die Substitution S (x) angewandt 
wird; jene Größe entsteht also aus w’ durch die ZURAIRIIDN ER 
Substitution 

Far. BAT). 
So fortfahrend, erkennt man schließlich, wenn ® durch den Ketten- 
bruch (58) bestimmt wird, daß w aus w’ entsteht durch die zusammen- 
gesetzte Substitution 
(62 a) et T... S’ATw), 
während, wenn für die Kettenbruchentwicklung (61) gilt, w aus w 
durch die Substitution 


(62 b) str. 7. T,.. Ss (w) 
hervorgebracht wird. Je nachdem also die lineare Substitution 
_aW+ß 
BRETTEN, 


von der angegebenen Art zur ersten oder zur zweiten der bezeichneten 








ee N ET Pr 
En N FR N u N nr a ? > 
a 1 Kein . B f x - 

„r y = 
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beiden Kategorien gehört, wird sie nach der Formel (62a) oder (62b) 
durch die beiden fundamentalen Substitutionen S(#’), 7(#’) erzeugt. 

Bedenkt man, daß die linearen Substitutionen (50) und die Trans- 
formationen (48) eindeutig einander zugeordnet sind, und daß in 
dieser Weise den fundamentalen Substitutionen 7, S die beiden 


Transformationen 

(63a) —y, y—=% 
und 

(63 b) s=i+ty, y=Yy 


resp. entsprechen, beachtet man ferner, daß durch Zusammensetzung 
der den Substitutionen (50), (51) entsprechenden Transformationen 


=aWr+ßy, MER UY 

x — 4 ge" 4 Pp’ yE, Y IE y ge” + Ö’ y" 
augenscheinlich die Transformation 

DZ BY. yY—yn to 
hervorgeht, welche der aus den Substitutionen (50), (51) zusammen- 
gesetzten Substitution (52) entspricht, so läßt sich das erhaltene Re- 
sultat auch folgendermaßen aussprechen: 

Jede Transformation (48), deren Koeffizienten positive, der Be- 
dingung @ö — $y=1 genügende ganze Zahlen sind, kann aus den 
beiden fundamentalen Transformationen (63a), (63b) zusammengesetzt 
werden. | 


13. Wenn eine Zahl ® mit einer ‘anderen Zahl w' durch eine 
Gleichung (50) verbunden ist, in welcher die Koeffizienten «@, $,y, 6 
der Bedingung 
(64) ad—Ay=Hl 


genügende ganze Zahlen sind, so wird w äquivalent mit w’ genannt. 
Aus der Gleichung (50) ergibt sich aber umgekehrt 


Be So 
’ yw— 0 
wobei 


(65) eh) ER el) Kun 1 Ai | 

ist, also eine völlig entsprechende Beziehung zwischen w und w, und 

somit ist dann auch w äquivalent mit w. Wegen dieser Gegenseitig- 

keit der Beziehung werden zwei so verbundene Zahlen wo, w’ als 

zwei miteinander äquivalente Zahlen bezeichnet. | 
Hiernach erkennt man nun aus Nr. 11 sogleich die Tatsache, 

daß zwei Zahlen, welche derselben dritten Zahl äquivalent sind, es 
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auch unter sich sein müssen. Denn, ist ® äquivalent sowohl mit w 
als auch mit w”, so besteht, da dann auch w äquivalent ist mit w‘, 
eine Beziehung (50) und ebenso auch eine Beziehung (51), in denen resp. 


ER lg Va a a A 


ist. Daraus folgt aber nach Nr. 11 die Beziehung (52) zugleich mit 
der Gleichung (54), der zufolge also 


a" Ö" N ß" y" rm ER 1 
sein wird; demnach sind auch ®, w” einander äquivalent. 


Man unterscheidet eigentliche und uneigentliche Äqui- 
valenz, je nachdem in der Bedingungsgleichung (64) das obere oder das 
untere Vorzeichen gilt. Da in der Gleichung (65) dasselbe Vorzeichen 
eilt wie in (64), so ist die Äquivalenz von » mit w’ stets von gleicher 
Art, wie diejenige von w mit w. Ferner ersieht man aus der Gleichung 
(54), daß die Äquivalenz der beiden Zahlen ®, w” die eigentliche 
oder uneigentliche sein wird, je nachdem die Äquivalenz zwischen 
o, w und diejenige von ww’, ®” von gleicher oder von - verschiedener 
Art sind. Insbesondere werden also zwei Zahlen , w”, welche ein 
und derselben dritten Zahl w eigentlich äquivalent sind, auch 
untereinander eigentlich äquivalent sein. 


Denkt man sich nun sämtliche reellen, rationalen oder irrationalen 
Werte, so wird man auf Grund des eben Bewiesenen ihre Gesamt- 
heit in Klassen verteilen können, indem man immer in ein- und 
dieselbe Klasse alle untereinander äquivalenten Zahlen zusammenfaßt, 
so daß Zahlen verschiedener Klassen nicht äquivalent sein können. 
Spezieller noch lassen sich die Zahlen jener Gesamtheit dem zuletzt 
Bemerkten zufolge in engere Klassen von eigentlich äquivalenten 
Zahlen verteilen. 


Da zwei entgegengesetzte Zahlen und "= — w einander stets 
(und zwar uneigentlich) äquivalent sind, indem 
— 1-0 +0 
0. +1 
gesetzt werden kann, beschränken wir uns auf die Betrachtung posi- 
tiver Zahlen. Hier erkennt man leicht, daß alle rationalen Zahlen 


Ks 


Eon: E N i 
dieser Art zu einer einzigen Klasse gehören. Sind nämlich Sy zwei 


positive rationale Zahlen, die in reduzierter Gestalt gedacht werden, 
so daß r, s und r’, s’ zwei Paare teilerfremder Zahlen bedeuten, so 
lassen sich, wie wir wissen, zwei ganze Zahlen a, 5 so bestimmen, daß 


R 





ee 
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ar—bs—=1 
wird; setzt man dann 
e=ar—sz, B=—br-+rz, v=as—su, 
o=—bs-+ru, 
wo x, u ganze Zahlen bezeichnen, so findet sich 
er +H+Bs’=r, vr Hds=s, 


ad — By=l(ar — bs). (ru—s)—=ru—s% 


während 


ist und folglich durch passende Wahl der ganzen Zahlen x, u gleich 
+1 gemacht werden kann. Dann ergibt sich aber 


rY' 





N. 
s r” 
E +0 
und @d—ß8y=+1, d.h. die Äquivalenz der Zahlen —, ee wie 


behauptet. Alle positiven rationalen Zahlen, und daher dem vorauf 
Bemerkten zufolge alle rationalen Zahlen überhaupt gehören also 
derselben Klasse an; zudem ist offenbar zugleich mit w’ auch jede 
durch (50) mit w’ verbundene, d. h. ihr äquivalente Zahl w rational, 


'in jener Klasse also auch nur die rationalen Zahlen enthalten. 


14. Bedeuten dagegen ®, w’' zwei positive, aber irrationale Werte, 
so fragt es sich, woran man HR Äquivalenz erkennen kann. In dieser 
Hinsicht gilt ein Satz, dessen wir später bedürfen werden, die Ketten- 
bruchentwicklungen äquivalenter Zahlen betreffend. Auch positive 
Irrationalzahlen gestatten solche Entwicklungen, die sich von denjenigen 
für rationale Zahlen nur darin unterscheiden, daß sie unendlich sind. 
In der Tat, ist eine positive Irrationelle, so kann man, unter « 
die größte in ihr enthaltene ganze Zahl verstehend, 


(66) o—1-a+b, 


setzen, worin 5, positiv und kleiner als 1, aber irrational ist; des- 
gleichen nun 

l=ba+ b 
(66) bb, + b; 

04 — 5505 bi 


ganz in derselben Weise, wie für rationale Zahlen, nur daß die Reste 
b,, b,, d3, ... sämtlich irrational ausfallen und deshalb der Prozeß 
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niemals ein Ende nimmt. So findet sich dann für » eine unendlich 
fortlaufende Kettenbruchentwicklung 

(67) o=|a, &%,@%, 0%, 0Qy,...]; 


bricht man aber die Reihe der Gleichungen (66) an einer endlichen 
Stelle etwa mit der Gleichung 


,, =%b+ bi 


ab, so nimmt jene unendliche Entwicklung die Gestalt eines endlichen 
Kettenbruchs an: 


| S 
(68) 0= aa, Ag, eo. | 

i+ 
in welchem jedoch der sogenannte Schlußnenner, d. i. der letzte 


Teilnenner u keine positive ganze Zahl, sondern eine positive 


ii 
Irrationalzahl ist. 
b, 
Setzt man en &,, so ist, ausführlich geschrieben, 
iH 
1 
w=—U Tr o SE a ir 1: ; 
a, 1 o, 


b, 
und ®8,= a, usa also @,,,<o,. Nun vermehrt man offenbar 
[) 


den Wert eines Kettenbruchs, wenn man einen der Teilnenner un- 
gerader Ordnung a, , &, &%, ... verringert, und vermindert ihn, wenn 
man im Gegenteil einen der Teilnenner gerader Ordnung &, &,... 
verringert. Hieraus folgt, daß ® zwischen den beiden endlichen 
Kettenbrüchen 
le; EN a;] -und le; N 4] 

d. h. zwischen den beiden aufeinanderfolgenden Näherungsbrüchen 
nd Fit 
N;41 i+2 
ist der durch den unendlichen Kettenbruch nach Nr. 9 definierte 
Grenzwert und die in jenen entwickelte Irrationelle © notwendig 
identisch. 

Der Satz nun, um welchen es sich handelt, sagt folgendes aus: 

Damit zwei positive Irrationellen ®, w' einander äquivalent sind, 
ist notwendig und hinreichend, daß ihre Kettenbruchentwicklungen 


enthalten bleibt, wie groß © auch gewählt werde; daher 








a u Be 5 We BR ei ee 
> BIENEN 
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einen gemeinsamen Schlußnenner haben, d. h. daß jede derselben, von 
einer gewissen Stelle an genommen, mit der anderen übereinstimme. 
Daß dieser Umstand hinreicht, ist leicht einzusehen, denn, wenn 


o=]|e, DER STE ER 2] 
o—=|P, ß,» Pz, ee Pi; 2] 


ist, so finden sich, wenn die Näherungsbrüche des ersten Ketten- 





bruchs mit = diejenigen des zweiten mit — bezeichnet werden, 
Gleichungen wie diese: 
5% 2%, 
mA +tn., 
x 24 ee 
Se n 2-+n 





während 
mA man th mÜMTmamn—t1X 


ist, woraus zu schließen ist, daß ®, ® beide mit 2 und daher auch 
untereinander äquivalent sind. 

Der gleiche Umstand ist aber für die Äquivalenz von w, w 
auch notwendig. Besteht nämlich eine Beziehung 


(69) | un 


yW+6 
mit aö—ßy=+1, und ist die Kettenbruchentwicklung für w’, an 
irgendeiner Stelle abgebrochen, diese: 


o—=|ß, Bir Ba} "ung 9:15 2], 
so daß 2 den unendlichen Schlußteil 
2=|ß,, Pr Para .. ] 


d. i. einen positiven Wert bedeutet, so darf man setzen: 
w en X, 22 Er La 
net 
wodurch die Formel (69) in die andere: 


(a2, + PBn,) 2+ er tn, 
Wat sn) AH+Ym_ ‚trIn; 





(70) 


übergeht. Da nun 
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« K, ß 
ax, +Pn, VI NE 
ey arten, Mi ge ß 
LESE Pausak 
ist, und mit unendlich wachsendem Index % die Näherungsbrüche 
% % 
k—1 ke 


De sich beide dem Grenzwerte des unendlichen Kettenbruchs, 
ee 

d. i. dem Werte w’, unendlich annähern, so nähert sich der zweite 
Faktor zur Rechten in voriger Gleichung dem Werte 1, während der 
erste positiv und größer als 1 bleibt. Für einen hinreichend großen 
Wert von % ist also 


ax. N, 
7) ‚.tPen, 


ax, P RE 
ein positiver unechter Bruch, der, in den kleinsten positiven Zahlen 
ausgedrückt, = genannt werde. Ganz ebenso findet sich für ein 


gleichfalls hinreichend großes k, das dem ersten gleich gewählt 
werden darf, 
MR, 10 


12 —— 
> YaatIm_ı 
als ein positiver unechter Bruch, dessen Ausdruck in den kleinsten 


positiven Zahlen = sei. Der Index % kann überdies (Nr. 10) so ge- 


wählt werden, daß in der Beziehung 
un ma tl 
dasselbe Vorzeichen gelte, wie in der Gleichung ad — Py= HI. 
Da ferner dann 
ee, +Pn)Ya_, + In,_,) 
(73) — (ey, tm Va t+ In) 
= (ed —-By)a,n , nA )=] 

ist, so sind Zähler und Nenner in jedem der Brüche (71), (72) teiler- 
fremd, und man schließt demnach 

a, +ßn,=2:A, au, tn ,=e:B, 

va trImn=El,., YaHTtIn ya. =ED, 
wo e, € Einheiten bedeuten; aus (70) folgt also 
ea, 
El DE 


ANZ 
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da aber w als positiv vorausgesetzt ist, müssen e, e’ dieselbe Ein- 
heit bezeichnen und demnach wird 

ae are 
-C02+D'’ 


während A, B, C, D positive ganze Zahlen bedeuten, für welche die 
Bedingungen 
> BenQ >rD 


und wegen (73) die Gleichung 


(74) AD—-BC=1 
erfüllt sind. 


E As 
Dies vorausgeschickt, denke man sich den Bruch — in einen 


C 
gewöhnlichen Kettenbruch entwickelt: 
A 
Fol [e, 4, &, ..., ©] 


’ 


nenne seinen vorletzten Näherungsbruch und wähle dabei die 


Anzahl der Teilnenner so, daß in der Gleichung 
AU’ —AC=+H]1 


das obere Vorzeichen gelte, was nach Nr. 10 zu erreichen möglich 
ist. Da auch in dieser Gleichung A, ©, 4A’, C’ positive ganze Zahlen 
sind, für welche 

2 BSH be ER 94 


ist, erschließt man auf Grund der in Nr. 3 gemachten Bemerkung 
die Gleichheiten 

Ar HC: 
und der Kettenbruch 


wird mit 
AI ART A2-+B 
C2+0 . C2+-D 


d.h.mit w identisch sein. Die beiden durch die Beziehung (69) und 
die Bedingung « d— $y== + 1 verbundenen, d.h.einander äquivalenten 
Irrationellen ®, w haben also in der Tat, wie zu beweisen war, 
Kettenbruchentwicklungen mit demselben Schlußnenner 2. 
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Fünftes Kapitel. 


Die quadratischen Formen. 


1. Die Aufgabe, die unbestimmte Gleichung ersten Grades 
axzx+by=m, 
in welcher m und a, 5b ganze Zahlen bedeuten, in ganzen Zahlen 
aufzulösen, ist schon nebst anderen Gleichungen derselben Art von 
Diophant behandelt worden. Die Gleichung heißt deshalb eine Dio- 


 . phantische Gleichung und die Theorie dieser und ähnlicher Gleichungen 


Diophantische Analysis. Nachdem aber das Problem für Gleichungen 
ersten Grades erledigt worden, war es natürlich, unbestimmte 
Gleichungen höheren, zunächst des zweiten Grades zu behandeln. Die 
allgemeine Aufgabe dieser Art ließ sich, solange nur zwei Unbestimmte 
ins Auge gefaßt wurden, auf die speziellere zurückführen, die Gleichung 


(1) a® +bay+cey?’=m, 


wo m und a, 5b, ce ganze Zahlen bedeuten, in ganzen Zahlen x, y zu 
lösen, oder, wie man zu sagen pflegt, die Zahl m in der Form 

(2) fa, =art+bayrey? 

mittels ganzzahliger Werte der Unbestimmten x, y darzustellen. Jeden 
Ausdruck dieser Art nennt man eine quadratische, insbesondere, 
da nur zwei Unbestimmte auftreten, eine binäre quadratische 
Form. Schon waren über derartige Formen mancherlei einzelne 
Sätze gewonnen worden, als im 18. Jahrhundert Euler und neben 
ihm vornehmlich Lagrange und Legendre ihre Untersuchung ein- 
gehender aufnahmen und bedeutend förderten. Doch war es erst 
Gauß, welcher in seinen Disquis. arithmet. (1801) ihre Theorie von 
Grund aus in strenger Systematik und bewundernswerter Vollständig- 
keit entwickelte. Seitdem ist man freilich in mehrfacher Hinsicht 
noch erheblich fortgeschritten. Das Gaußsche Gebäude der Lehre 
von den quadratischen Formen ruht wesentlich auf den algebra- 
ischen Eigenschaften ihres Ausdrucks. Neuerdings aber hat man 
nicht nur geometrische Deutungen desselben, wie deren 
eine schon von Gauß selbst angegeben worden, benutzt, um die 
formell rechnerischen Gaußschen Methoden durch anschauliche zu 
ersetzen, sondern man hat auch den eigentlich arithmetischen 
Kern der Lehre zu erfassen und herauszuschälen gewußt, indem man 
an die Stelle der quadratischen Formen den sogenannten qua- 


dratischen Zahlenkörper gesetzt und so eine Arithmetik geschaffen 
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hat, die als eine der gewöhnlichen analoge, aber höhere Zahlentheorie 
zu betrachten ist. Es ist unsere Absicht, die Lehre von den qua- 
dratischen Formen hier so darzustellen, daß dabei den angedeuteten 
verschiedenen Auffassungen zugleich gebührende Rechnung getragen 


werde und ein einheitliches Ganzes entstehe, das durch die so ge- . 


wonnene vielseitige Beleuchtung möglichst klare und tiefe Einsicht 
in das Wesen der Lehre gewährt. 
2. Wir gehen aus von den Grundlagen der Gaußschen Theorie. 
Deren sind wesentlich zwei. 
Erstens: der Ausdruck (2) läßt sich schreiben, wie folgt: 
f@W—(ar +as)et(geten)n 


oder, wenn | 
aaty=X, Satey-Y 
gesetzt wird, 


(8) fey)=Xa+ Yy. 

Ebenso wird für andere Werte =’, y' der Unbestimmten 
(4) ; f(&, Y') Be EXY ge" = ıyar Yy 
sein, wenn 


ar + y=X, Satey=Y 


gesetzt wird. Hiernach findet man durch leichte Rechnung 


(6) Xz+ Y)-X «= +Yy)— Xr+Yy)&Xc+Yy) 
—= (X P’— X TY)- ey — xy) 
und | 
2 
(6) | XT—XT=(ac— even. 


Wird letzterer Ausdruck in die voraufgehende Gleichung ein- 
gesetzt und neben den Gleichungen (3) und (4) diese andere: 


X Yy= (tg r)@+lgr+er) Y=XcH+ Yy 
beachtet, so ergibt sich nachstehende BER 
fan red |(artgr)e+lgeten)v | 
-7b’—4ao.(ay — a’ y)?. 


M 


Diese Identität ist eine der gedachten Grundlagen. 
Man sieht hier eine aus den Koeffizienten «a, 5, c der quadratischen 


Ba chmann ‚ Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 7 





j sr BR 
en ae 
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Form gebildete Zahl 5®—4 ac erscheinen, welche für die ganze Theorie 
derselben geradezu bestimmende Bedeutung hat und daher von Gauß 
als Determinante der Form bezeichnet worden ist”); wir nennen 
sie lieber ihre Diskriminante und setzen dafür kurz das Zeichen 
D, also: 
(8) D=b?—Aac, 
so daß die Grundformel (7) auch folgendermaßen geschrieben werden 
kann: 
9 JETENTEN Ten Ne pr TE 
, N SE 

— D-@y— a y)?. 


Gibt man in dieser Identität den Unbestimmten X, y' einmal die 
Werte 1, 0, ein zweites Mal die Werte 0, 1, so gehen daraus die Werte 


(10) r1,09)=a, fO,D=e 

und die beiden Formeln 

(11) | 41af@,)=(@art+by)’— Dy? 
4c-f(&,y)=(bx + 2cy)? — Dx? 


hervor. 

Die Bedeutung der Diskriminante zeigt sich nun sogleich darin, 
daß die quadratischen Formen von wesentlich anderer Beschaffenheit. 
sind, je nachdem jene positiv, Null oder negativ ist. Ist D=0, so 
zeigen die Formeln (11), daß die quadratische Form im Grunde das 
Quadrat einer Linearform ist, indem sie einem solchen gleich wird, 
wenn sie mit dem vierfachen ersten oder letzten Koeffizienten multi- 
pliziert wird. Aus diesem Grunde werden wir in der Folge von dem 
Falle einer verschwindenden Diskriminante absehen. 

Ist D negativ, so zeigen die Formeln (11), daß deren rechte 
Seiten für alle ganzzahligen (sogar für alle reellen) Werte der Un- 
bestimmten, wenn sie nicht zugleich Null sind, einen positiven Wert, 
‚also die Form /(z,y) das gleiche Vorzeichen hat wie a und c, 
welche beiden Koeffizienten dann gleiches Vorzeichen haben müssen. 
Sind sie beide positiv, so lassen sich durch die Form f(x,y) nur 
positive, sind sie beide negativ, nur negative Zahlen darstellen. 
Daher heißt dann die Form selbst resp. eine positive oder eine 
negative und, beide Fälle vereinigt, eine bestimmte Form (forma 
definita). Es genügt, in der Folge nur positive Formen zu betrachten. 


*) In Wahrheit tritt dafür bei Gauß, welcher die quadratischen Formen in 
der Gestalt ax’ +2bx%y-+ cy? behandelt, nämlich den mittleren Koeffizienten stets 
als gerade voraussetzt, die Zahl 59°’— ac auf. 
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Ist dagegen D positiv, so heißt die Form eine unbe- 
stimmte (forma indefinita), weil alsdann Zahlen beiderlei Vorzeichens 
durch sie darstellbar sind. In der Tat, entweder sind beide Zahlen 
a, c gleich Null, also &,y)=bxy, dann erhält die Form das 
gleiche oder das entgegengesetzte Vorzeichen wie b, je nachdem x, y 
mit gleichem oder entgegengesetztem Vorzeichen gewählt werden; 
oder es ist etwa a nicht Null, dann wird die rechte Seite der ersten 
Formel (11) positiv, wenn „= 0 gewählt wird, dagegen negativ, wenn 
die ganzen Zahlen &, y, was stets möglich ist, so gewählt werden, 
daß 2ac+by=0O wird. 


3. Bei solcher Bedeutsamkeit der Diskriminante wird es geboten 
sein, diejenigen Formen zusammenzuhalten, welche gleiche. Diskri- 
minante haben. Wir werden daher die Diskriminante D als eine ein 
für allemal gegebene Zahl ansehen und die Betrachtung auf die 
Formen mit dieser Diskriminante D beschränken. Nicht jede Zahl 
aber kann Diskriminante einer quadratischen Form sein, denn, je 
nachdem 5 gerade oder ungerade, b? also = 0 oder =1 (mod. 4) 
ist, füindet sich D=b?— 4ae ebenfalls =0 oder =1 (mod. 4), es 
gibt also keine quadratische Form, deren Diskriminante=2 oder=3 
(mod.4) wäre. Genügt jedoch D der Bedingung, kongruent O oder 1 
(mod. 4) zu sein, so gibt es unendlich viel Formen mit der Diskri- 
minante D; denn, wählt man für 5 irgendeine zugleich mit D gerade 

2 
resp. ungerade Zahl, so ergibt sich == D (mod. 4), also a als 
eine ganze Zahl, und jede Zerlegung derselben in zwei Faktoren a,C 


liefert eine quadratische Form a + bxy-+ cy? oder, wie wir bis- 
weilen abkürzend sagen wollen, eine Form (a, db, c), deren Diskri- 
minante > —4A4ac=D ist. Um unsere Untersuchungen zu verein- 
fachen, wollen wir indessen die Diskriminante selbst möglichst einfach 
voraussetzen und uns auf sogenannte Stammdiskriminanten 
beschränken. Wir verstehen darunter entweder eine Diskriminante 
D=1 (mod. 4), welche durch kein Quadrat teilbar ist, oder falls 
D=0O (mod.4) ist, eine Diskriminante, für welche zu durch kein 


4 
Quadrat aufgeht, auch selbst keine Diskriminante mehr sein kann 


und somit (mod. 4) einen der 'Reste 2 oder 3 läßt. Bezeichnet also 
-d eine durch kein Quadrat teilbare Zahl, so ist entweder 


(12a) D=d und d=1 (mod.4) 
oder 
(12b) D=4d und d=2,3 (mod.4) 
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vorauszusetzen. Bei solcher Voraussetzung können die drei Koeffi- 
zienten a, b, c der Form keinen gemeinsamen Teiler haben; denn 
sonst erhielte, wenn D=b?°—4ac=d ist, d einen quadratischen 
Teiler; wenn aber D=b?—4ac=4d, also 5b gerade, etwa b=2P 
und $®?—ac=d ist, erhielte wieder d einen quadratischen Teiler, 
falls ein gemeinsamer Primteiler von a, b, ce auch ein solcher von 
a,ß, e ist, oder d würde=1 (mod.4), falls er gleich 2, 8 aber un- 
gerade ist — gegen die Voraussetzung. Quadratische Formen, deren 
Koeffizienten ohne gemeinsamen Teiler sind, werden primitiv ge- 
nannt; die Beschränkung auf Stammdiskriminanten bedingt also zu- 
gleich diejenige auf primitive Formen. 


4. Fragt man nun nach der Darstellbarkeit einer Zahl » durch 
die (primitive) Form (a, 5b, c), so hat man’ zunächst zwischen Dar- 


stellungen zu unterscheiden, bei denen die darstellenden Zahlen, d.i. 


die Werte der Unbestimmten, durch welche die Gleichung (1) erfüllt 
wird, einen gemeinsamen Teiler haben, und solchen, bei denen sie 
teilerfremd sind. Wäre a,y eine Darstellung von m, so daß die 
Gleichung 

(13) aa -+bay+cey=m 


statthätte, und hätten «,y den größten gemeinsamen Teiler =>1, 
so dß a=re, y=ry und o’, y teilerfremde Zahlen wären, so 
müßte offenbar m» den quadratischen Teiler z? haben, und wenn man 
mit diesem die Gleichung (13) dividierte, erhielte man 

m 

T2’ 


(14) ad? +bey -ey?—= 


d.i. eine Darstellung von ” bei welcher die darstellenden Zahlen 


q?’ 
«', y' teilerfremd sind. Solche Darstellungen wollen wir kurz eigent- 
liche Darstellungen nennen. Aus dem Gesagten ersieht man, 
daß die allgemeine Aufgabe, die Darstellungen einer Zahl durch eine 
quadratische Form zu ermitteln, auf die bestimmtere zurückkommt, 
die eigentlichen Darstellungen einer Zahl zu finden; auf sie dürfen 
wir fortan unsere Betrachtung beschränken; die übrigen erhält man 
offenbar, wenn man für jeden quadratischen Teiler z? jener Zahl m 


die eigentlichen Darstellungen «’, y’ von 2 mit rc multipliziert. 
T 


Was aber die eigentlichen Darstellungen von m betrifft, so liefert 
darüber die Grundformel (9) sogleich einen fundamentalen Satz. Be- 
zeichnen «&,y eine eigentliche Darstellung von m durch (a, 5b, e), 





» 
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so sind «, y teilerfremd und daher können zwei Zahlen #, d so ge- 

wählt werden, daß 

(15) RERRIR ed —By=l1l 

wird. Setzt man dann für «, y; «, y’ in (9) resp. @,y; 8, d,so 

ergibt sich die Beziehung: 

16) 4a, FR,)—=[Baa+by)P+(bat2ey)ö’®—D. 
Hierin ist nach Voraussetzung 

(17a) fe, J)=a®+bay+ey=m; 

setzt man ferner 

| FBR,))=-aft-+bpdöred®=n 

|@a«a+tby)ß+(ba+2ey)dö=r, 

so nimmt die Gleichung (16) die Form an 


een... 


(18) Amn=r?—D 
und lehrt, daß | | 
(19) =D (mod.4 m), 


d.h. nach der in Kap. 3, Nr. 1 eingeführten Ausdrucksweise, daß D 
quadratischer Rest sein muß von 4 m. Da in diesem Re- 
sultate von der Form (a, d, c), durch welche die Darstellung von 
m gedacht wird, nur ihre Diskriminante auftritt, so haben wir eine 


notwendige Bedingung für die Darstellbarkeit der. 


Zahl m nicht sowohl durch die besondere Form (a, b, ce), als vielmehr 
durch irgendeine Form mit der Diskriminante D gefunden. 

Ist diese notwendige Bedingung erfüllt, so folgt daraus zwar 
nicht die eigentliche Darstellbarkeit der Zahl m» durch die besondere 
Form (a, 5, c) mit der Diskriminante D, wohl aber, daß es un- 
endlich viel Formen mit dieser Diskriminante gibt, durch welche » 
eigentlich dargestellt werden kann. In der Tat, ist D quadratischer 
Rest von 4m, so ist die Kongruenz | | 


(20) =D (mod. 4m) Ä 
auflösbar, und jeder Lösung r derselben entspricht eine ganze Zahl 


Ze 
N— on also eine quadratische Form (m, r,n)=ma?--rey-ny? 


mit der Diskriminante D und dem ersten Koeffizienten m, durch 
welche also m mittels der teilerfremden Zahlen —=1, y=0, d.h. 
eigentlich dargestellt wird. Ist aber r eine Lösung der Kongruenz 
(20), so gibt es unendlich viel Zahlen o=r (mod. 4m), welche sie 
auch lösen und eine bestimmte Wurzel der Kongruenz bilden; 
‘ die: unendlich vielen, ihnen entsprechenden quadratischen Formen 
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2— D 
Im, 0, mit der Diskriminante D und dem ersten Koeffizienten 


m mögen eine 'Schar von Parallelformen genannt werden. 
Hiernach wird es so viel Scharen von Parallelformen mit der Dis- 
kriminante D und dem ersten Koeffizienten m geben, durch welche 
mithin m eigentlich darstellbar ist, als die Kongruenz (20) verschiedene 
Wurzeln besitzt. 

War nun m durch die besondere Form (a, b, c) mittels der 
Zahlen «, y eigentlich darstellbar, so ergab diese Darstellung nach 
den Gleichungen (17) bis (19) eine bestimmte Lösung r der Kon- 
gruenz (20). Dabei waren $, d eine besondere Lösung der Gleichung 
(15), aus welcher alle übrigen Lösungen derselben durch die Formeln 


@—=ßtar, d=öd-+yx 

gefunden werden, wenn x alle ganzzahligen Werte annimmt. Ersetzt 
man aber #, dim Ausdrucke für » durch P’, 0’, so geht eine Gleichung 

= Pac-+-by! +H+ba+2cy)dö=r+2mz, 
d. i., wenn x gerade gedacht wird, die Kongruenz e=r (mod. 4m) 
hervor, und da auf solche Weise durch passende Wahl von z jede 
mit r (mod.4 m) kongruente Zahl o entsteht, so entspricht also allen. 
den bezeichneten Lösungen der Gleichung (15) eine bestimmte 
Wurzel der Kongruenz (20) oder eine bestimmte Schar von Parallel- 
formen mit dem ersten Koeffizienten ». Man sagt hiernach, daß 
jede eigentliche Darstellung von m durch eine Form mit der Diskri- 
minante D zu einer bestimmten Wurzel der Kongruenz 
(20) gehöre, und bezeichnet die Gesamtheit aller eigentlichen Dar- 
stellungen von m durch jene Form, welche etwa zu derselben Kon- 
gruenzwurzel gehören, als eine Darstellungsgruppe. 

5. Um diese Verhältnisse klarer zu durchschauen, dient die 
zweite der in Nr. 2 gemeinten Grundlagen: die Trans- 
formation einer quadratischen Form mittels einer Substitution 
21) X=anthy, yaydtöy, 
deren Koeffizienten «, %, y, d ganze Zahlen sind. Wird diese in 
der Form 
(22) f@w=ant+buytey’ 
ausgeführt, so entsteht der Ausdruck 

aa +? H+baa te) Ya HrIY) Het rey) 

— (aa +bay+ey) X? + &aaß +blaö+Py)+2ceyN)xy 

ta +bpötedN)y”, 


d. i. die quadratische Form 








a 
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(23) Fed +lay+ey®, 
deren Koeffizienten durch die Gleichungen 

a=aca+baytey=f(a,y) 
(24) b=(2aa+by)P+(ba+2ey)d 

c=aP®? +bPö-+cd?—=Ff(P, 0) 
bestimmt sind. Durch die Transformation (21) geht also die qua- 
dratische Form f(#,y) in eine andere quadratische Form f’(x, y') 
über. Ersetzt man aber x, %; x, y’ in der Grundformel (7) durch 
a, y; ß, Ö resp., so liefert sie bei Beachtung der vorstehenden 
Gleichungen die Beziehung 

4a cd -- b?=(4ac—b?)- (ad — Py), 

d.h. wenn die Diskriminante der neuen Form mit D’ bezeichnet wird, 
zwischen den Diskriminanten der ursprünglichen und der neuen Form 


die Beziehung 
(25) D’= D-.(ad— ßy)?. 


Die Diskriminanten beider Formen werden also dann, aber auch 
nur dann einander gleich, wenn die ganzzahligen Koeffizienten der 
Transformationsgleichungen (21) die Bedingung erfüllen 
(26) ed —By=Hl. 


In dieser Voraussetzung entsprechen aber auf Grund der 
Gleichungen (21) ganzzahligen Werten der Unbestimmten «, y’ stets 
auch solche der Unbestimmten x, %, und umgekehrt, und da ver- 
mittels jener Gleichungen die Identität f(z,y)=f’(«, y') besteht, 
so ersieht man, daß die Gesamtheit der Zahlen, welche durch f(x, y) 
darstellbar sind, mit der Gesamtheit der durch f’(«, y’) darstellbaren 
Zahlen übereinstimmen muß. Dies gilt auch insbesondere für die 
Gesamtheit der durch die Formen eigentlich darstellbaren Zahlen, 
denn jeder gemeinsame Teiler von «, y’ ist den Gleichungen (21) 
zufolge auch ein solcher von x, y, und nach den aus ihrer Auf- 
lösung folgenden Gleichungen 
(27) «=0d2e—Py, y=—yıtay 
auch umgekehrt, und somit müssen x, y’ teilerfremd sein, wenn es 
%, y sind, und umgekehrt. Aus solchem Grunde nennen wir die 
Form f(«,y), wenn sie aus der Form f(x«,y) durch eine uni- 
modulare d. i. der Bedingung (26) genügende Transformation (21) 
entsteht, äquivalent mit f(xz,y). Da alsdann f’(a’,y') offenbar 
durch die aufgelösten Gleichungen (21), d.i. durch die Transformation 
(27), deren Koeffizienten der mit (26) analogen Bedingung 
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(28) a (Nr 

genügen, wieder in f(&,y) zurückverwandelt wird, ist dann f(x, %) 
auch äquivalent mit f’(«,y') und somit beide Formen einander 
äquivalent.. 


Äquivalente Formen haben also gleiche Diskri- 
minanten, ein Satz, der aber nicht umgekehrt werden darf, und 
stellen genau die gleichen Zahlen (eigentlich) dar. Man 
unterscheidet eigentliche und uneigentliche Äquivalenz, 
je nachdem in der Bedingungsgleichung (26) für die Koeffizienten der 
Transformation das obere oder das untere Vorzeichen gilt. 


Hier besteht ferner der Satz, daß zwei Formen, welche 


mit derselben dritten Form (eigentlich) äquivalent 
sind, es auch untereinander sind. In der Tat, ist f(&,%) 
ent einerseits mit f’ , y'), andererseits mit f”’(x”,y") und 
bezeichnen | Er 
a=artpy,. y-rdt+öy, aö—hy—+l 
und 
ala" tuy, y=rvEXtoy), hk—uvr-rl 


die Transformationen, welche /(x,y) in jene Formen verwandeln, 
so besteht auf Grund dieser Gleichungen die Identität 


TÄx, Y) a 1; Y) Se T= (x, y") x 
die Gleichungen (27), welche durch Auflösung der ersteren dieser 


Gleichungen entstehen, nehmen aber, wenn darin für x, y die letzteren 
Ausdrücke substituiert werden, die Gestalt 


«—=(ök— PB)’ +lu—LPo)y", 
y-yk Hana’ + yutegQy' 


an und bezeichnen wegen f’(&', y) = f”(«”,y’) eine Transformation 
der Form f’(@/,y) in die Form f”(x”, y”), deren Koeffizienten durch 
die Beziehung 


GA— Br) —yut+tea—- u—Po)(-yA+tao) 
= (ed -P)Aoe—-u)—t1 
miteinander verbunden sind; die genannten zwei.Formen sind also, 
wie behauptet, einander äquivalent. Zugleich ist diese Aequivalenz 
eine eigentliche, wenn die Äquivalenz von f(x,y) mit jeder der 
Formen /’(&, y’), f'(&”,y”) von gleicher Art ist, ‚ enigegenba SEE 
falls eine uneigentliche. 
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Auf Grund dieses Satzes können jetzt sämtliche Formen mit 
derselben Diskriminante D in Klassen eingeteilt werden, indem 
man alle untereinander (eigentlich) äquivalenten Formen 
je in eine Klasse zusammenfaßt, derart daß Formen,- welche ver- 
schiedenen Klassen angehören, einander nicht (eigentlich) äquivalent 
sein können. Wählt man dann aus jeder Klasse nach Belieben eine 
Form aus und bezeichnet diese durch 


(29) KISS De Er) 


so sollen letztere Formen ein Repräsentantensystem für die 
Klassen (eigentlich) äquivalenter Formen oder kürzer für alle Formen 
mit der Diskriminante D genannt werden. 


6. Fragt man nun nach der Gesamtheit von Zahlen, welche über- 
haupt durch Formen mit der Diskriminante D (eigentlich) darstellbar 
sind, so genügt es offenbar, diese Gesamtheit für deren Repräsen- 
tanten (29) zu suchen, denn durch äquivalente Formen werden ja 
nur dieselben Zahlen (eigentlich) dargestellt. Fragen wir aber be- 
stimmter nach den etwa vorhandenen eigentlichen Darstellungen — 
nur solche wollen wir berücksichtigen — einer gegebenen Zahl m 
durch eine gegebene Form f«a&,yJ)=ax®+bxy-+cy?, die als 
Repräsentant ihrer Klasse gewählt werden kann, so ist zunächst er- 
forderlich, daß D quadratischer Rest von 4m, d.h. daß die Kon- 
gruenz (20) auflösbar sei. Wäre dann «, y eine eigentliche Dar- 
stellung von m durch die Form (a, b, ec), so zeigt die Vergleichung 
der daraus abgeleiteten Gleichungen (17a) und (17 b) mit den Formeln 
(24) sogleich an, daß die Form (a, 5, c) durch die Substitution (21), 
deren Koeffizienten die Bedingung «0 —Py=1 erfüllen, in die Form 


= 5 j 2 FAT: 
(30) | (mM, T,n)— (m [BR no 


4m 


verwandelt würde und somit dieser Form, allgemeiner jeder der 
.n?2 


Formen M, 0; ae 


. der Kongruenzwurzel r, zu der die Darstellung gehört, entsprechenden 
Schar von Parallelformen äquivalent wäre, die deshalb SanatIch auch 
untereinander es wären. Bezeichnet man also mit vr, r’, r",... die 
sämtlichen Wurzeln der Kongruenz (20) und wählt aus on To 
entsprechenden Scharen von Parallelformen mit dem ersten Koeffi- 
zienten m je. eine aus: 


‚in denen e=r (mod. 4m), d.h. der ganzen, 
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(31) 





so muß die Form f(x,y), wenn m eigentlich durch sie darstellbar 
sein soll, einer (oder mehreren) von diesen eigentlich äquivalent sein. 
‚Findet sie sich aber eigentlich äquivalent etwa mit der Form 
[m r a EN NREN. 
I’ ’ 4 m 2 ’ 9 

d.h. läßt sich eine Substitution (21) mit der Bedingung ed — Py—=1 
ermitteln, durch welche sie in die letztere Förm übergeht, so ergibt 
die erste der nach Nr. 5 hieraus folgenden Gleichungen 

m=a0”+bay-.cy? 

r=(@2aa+by)?+(ba+2ey)d 

n=aß?+bPöd-t ed? 
in der Tat eine eigentliche Darstellung «, y der Zahl m durch die 
Form (a, 5b, ce), und die Vergleichung vorstehender Gleichungen mit 
den obigen (17a) und (17b) läßt genauer erkennen, daß diese Dar- 
stellung zur Kongruenzwurzel .r gehört, der die Form (m, r, n) 
entspricht. | Kr 

Auf solche Weise kommt die Aufgabe, eine eigentliche Dar- 

stellung der gegebenen Zahl m durch eine gegebene quadratische 
Form (a, db, c) zu finden, auf die andere Aufgabe zurück, über 
die eigentliche Äquivalenz zweier Formen zu entscheiden, eine Ent- 
scheidung, die bejahendenfalls die Ermittlung einer Transformation 
‘der einen Form in die andere mit sich bringt. Indem wir daher die 
weitere Aufgabe: die sämtlichen eigentlichen Darstellungen von m 
durch jene Form zu finden, auf eine spätere Stelle verschieben, 
stellen wir das Problem der Äquivalenz in den Vordergrund und 
wollen nun zunächst dies Problem von anderen Seiten beleuchten. 


€. Das erste sei eine geometrische Deutung der qua- 
dratischen Formen und ihrer Äquivalenz. Dabei müssen 
wir Formen mit positiver Diskriminante von denen mit negativer 
trennen und beginnen mit .der Erörterung der letzteren. 

Um die Form 
(32) fa,y=arr+baytrey? 


geometrisch zu interpretieren, bemerke man zunächst, daß wegen der 
Voraussetzung | 
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D=b?— 4d4ac<O 


der Bruch reell und numerisch kleiner ist als 1, daß also ein 





27e5 


Winkel @ angebbar ist, für welchen 
(33) cos 9 = 


0 

2yac 

ist; da wir zudem nur positive Formen behandeln, sind @, e positiv, 
also auch Ya, Jc reell. Nun denke man sich (Fig. 3) auf einer 
Geraden X’OX von O aus nach beiden Seiten die Strecke OA= Ya 
beliebig oft aufgetragen, ziehe durch O eine Gerade L’OZ unter dem 
Neigungswinkel p gegen die erstere Gerade und trage auf ihr von 
O aus nach beiden Seiten die Strecke OC—=Ye beliebig oft auf 


»£ 





Hieas, 


und ziehe endlich durch die Endpunkte der aufgetragenen Strecken 


. Parallelen je zu der anderen Geraden. So wird die ganze Ebene in 


kongruente Parallelogramme zerlegt, deren jedes die Seiten Ya, ra 
und zwischen ihnen den Winkel @, also den Inhalt 


(34) ya-Vo-sin = I face — Vz 


hat, während die Gitterpunkte, d.h. die Punkte, in denen die 
zwei Systeme von Parallelen sich durchkreuzen, diejenigen Punkte 
der Ebene sind, deren mit Bezug auf die Achsen X’OX, L’OL ge- 
nommene Koordinaten 
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sind, wenn &, y ganzzahlig gedacht werden. Somit ist das Quadrat 
der Entfernung eines jeden Gitterpunktes vom Anfangspunkte zufolge 
einer bekannten trigonometrischen Formel gleich 


(x Ya)? + 2-xJa-yye-cosp + (yYe)? 

= bry+ey, 
d. h. gleich dem Werte der quadratischen Form (e, 5b, c) für die- 
jenigen ganzzahligen Werte der Unbestimmten x, y, welche den 
Gitterpunkt charakterisieren. Der Gesamtheit der Gitterpunkrd ent- 
spricht daher die Gesamtheit der durch ganzzahlige «, y aus der 
Form entstehenden Werte oder die Gesamtheit der daran sie dar- 
stellbaren Zahlen, so zwar, daß jedem Gitterpunkte eine bestimmte 
dieser Zahlen zugeordnet ist, dieselbe Zahl m aber mehreren Gitter- 
punkten entsprechen kann, nämlich genau so vielen, als es ver- 
schiedene Darstellungen von m durch (a, b, ec) gibt; es sind die- 
jenigen, für welche das Quadrat des Abstandes von O 
(35) az? +-bay+ey’=m 
ist, die also auf dem Kreise gelegen sind mit O als Mittelpunkt und 
Ym als Radius. Hiernach dürfen wir das konstruierte Gitter, welches 
wir, nur seine Gitterpunkte ins Auge fassend, wieder als Punkt- 
gitter bezeichnen, als geometrisches Bild der Form (a,d5,e) 
betrachten, wenn deren Unbestimmte x, y ganzzahlig gedacht werden, 
oder können die Form durch das Punktgitter repräsentieren. 

Ziehen wir nun \die Gerade Y'OY senkrecht zu XOX und 
nehmen diese beiden Geraden zu Koordinatenachsen, auf die wir jetzt 
die Lage jedes Gitterpunktes P beziehen. Aus der Figur entnimmt 
man für diese rechtwinkligen Koordinaten die Werte 


xX=00+0N=0Q+ QP.cosy=zJa + ——-yJe 
Dyac 
Y4ac—b? Hey: 

u “yye 


Y=PN=QP-sn9y= 
oder 


BE =D 
(36 AT 
(36) RER Ne Y= Sa 


Formeln, aus denen für die Grundpunkte A,C des Gitters die 


1 





Koordinaten Ya, O resp. a hervorgehen, und für das Qua- 
a 












rn J En 2 
2 El inch er a T 
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drat der Entfernung O P sich in der Tat wieder der Wert 


# b 2:0, 
X? + zn ac + ——: In 
(37) / a lıda® 
{ =ar® +bry+tey? 
ergibt. Wenn nun, wie üblich, unter © die Quadratwurzel aus — 1 
verstanden, also = — 1 gesetzt wird, so daß 


REEL LEN 


geschrieben werden kann, so lehrt die letzterhaltene Beziehung eine 
Zerlegung der quadratischen Form ar -+bry-ey? in 
zweikomplexe Linearfaktoren: 


(38) ae +bzytey=3-$, 
wo = 

Ba 12, 
(39) ) 2 Ya 


e=- X —-iY=YJa-cH+ b+YD,, 
2 Ya 
gedacht ist, eine Zerlegung, die auch unmittelbar aus der ersten 
der Formeln (11) zu entnehmen war. Diese Werte &, &° können 
ebensogut wie die ganzen Zahlen x, y zur Charakterisierung des 
Gitterpunktes benutzt werden und sollen deshalb zwei zueinander 
konjugierte Gitterzahlen genannt werden; werden sie gegeben: 


E=-XHiY, E-X-iY, 


so liefern in der Tat ihre reellen Elemente X, Y die rechtwinkligen 
Koordinaten des Gitterpunktes, und so ist dieser Punkt in der von 
Gauß angegebenen Darstellungsweise komplexer Größen auch der 
geometrische Repräsentant der komplexen Gitterzahl &, die ihrerseits 
als der zum Gitterpunkt gehörige Vektor bezeichnet werden kann*). 


*) Nach Gauß bedeutet die komplexe Größe « + bi geometrisch den Punkt 
einer Ebene, welcher die rechtwinkligen Koordinaten a, b hat, oder, wenn i=y—l 
als eine der Einheit gleiche Strecke aufgefaßt wird, welche gegen die Achse der re- 
ellen Größen senkrecht gerichtet ist, die Summe der beiden Vektoren @ und bi, 
d. h. den Vektor, welcher den Anfangspunkt mit dem Punkte a, 5 verbindet. Setzt 
man, o positiv denkend, 

a+bi=o(cosy+t sin y), 


so ist oe die Länge und y die Richtung des letzteren, nämlich der Winkel, welchen 
dieser Vektor mit der Achse der reellen Größen einschließt. 


u KT NER le 5" le a 50H - A ne A en a Bi 
EEE RE TA EEE EN, 
er er EN 5 .' Ne f 
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Die quadratische Form ax?-+-bxy-cy? aber kann als der 
algebraische Ausdruck für die Gesamtheit der Gitterzahlen aufgefaßt 
werden, welche dem Punktgitter entsprechen. 

8. Gehen wir nunmehr zu Formen mit positiver Dick 
über, so tritt uns auch hier eine Zerlegung der Form ax bay Fe 
in zwei Linearfaktoren entgegen, die aber jetzt reell sind*). In der 
Tat läßt sich aus der ersten der Formeln (11) die Gleichung 


(40) ax +bey+tcey?=35-& 
entnehmen, wo wieder 


a) Eat a ea EN 


naja 2 Ya 
sefunden wird. Wir setzen jetzt 
— DE yD 
so daß 
(43) I we 3% 
und 


4) : XP I AM Ebry2 


wird, und fassen wieder X, Y als rechtwinklige Koordinaten eines 
Punktes auf. Auch hier können wir dann der Form ein genau wie 
vorher gebildetes Gitter entsprechen lassen. Den Werten =], 
y=0 entspricht nach den Formeln (42) der Punkt A (Fig. 3) mit 
den Koordinaten X=Ya, Y=0 auf der Achse X’OX, den Werten 
c=0,y=1 der Punkt C mit den Koordinaten X = er Y= YD. 
2 Ya Ya” 
zieht man nun die Gerade ZL’OCL und wiederholt mit den Strecken 
OA, OC auf den beiden Geraden X’OX, LOL die gleiche Kon- 
struktion, wie vorher mit den Strecken Ya, /c, so entsteht wieder ein 
aus lauter kongruenten Parallelogrammen bestehendes Gitter, dessen 
elementares Parallelogramm als Produkt aus Grundlinie und Höhe 


den Inhalt Ya - 02 








= 2 hat und für welches die rechtwinkligen 
Koordinaten An: Gitterpunkte, wie man leicht erkennt, durch die 


*) Wir setzen dabei @>>0 voraus, was für unsere Zwecke keine Beschränkung 
ausmacht, da diese gestatten, eventuell die Form (a, db, ec) durch eine andere ihr 
äquivalente mit positivem ersten Koeffizienten zu ersetzen; noch einfacher’ ist es, 
‘ Jalls «<0, im Texte unter ye die Quadratwurzel aus dem Absolutwert von a zu 
verstehen. 
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Größen (42) ausgedrückt werden, wenn darin für x, y alle ganz- 
zahligen ‘Werte gesetzt werden. Die Gitterpunkte können, wie durch 
diese Koordinaten, so auch wieder durch die Werte &, & charakterisiert 
werden, denen daher auch hier der Name Gitterzahlen beigelegt 
werden soll, deren geometrische Bedeutung zwar einfach, doch von 
der vorigen abweichend ist. Denkt man sich nämlich die Geraden, 
welche die Winkel der Koordinatenachsen halbieren, so lauten deren 
Gleichungen in laufenden Koordinaten U, V bekanntlich 


ner, 


und der Abstand eines Punktes mit den bestimmten Koordinaten 
ee 

Bas 22 
die Gitterzahlen &, & nichts anderes als die mit Y2 multiplizierten 
Abstände des zugehörigen Gitterpunktes von jenen Halbierungslinien. 
Mit diesen Modifikationen hat man auch für positive Diskriminanten 
die quadratische Form als algebraischen Ausdruck für die Gesamt- 
heit der Gitterzahlen zu betrachten, welche dem konstruierten Punkt- 
gitter entsprechen, das seinerseits das geometrische Bild der Form 
genannt werden darf. 

Da jetzt der Gleichung ax +bxzy-+cy?=m die Gleichung 
X? — Y?=m 

entspricht, so liegen alle Gitterpunkte, welche den sämtlichen Dar- 
stellungen der Zahl »» durch die quadratische Form zugehören, auf 
einer gleichseitigen Hyperbel mit O als Mittelpunkt und den er- 
wähnten Halbierungslinien als Asymptoten. Hier müssen wir einer 
besonderen geometrischen Vorstellungsweise Erwähnung tun. Ge- 
wöhnlich versteht man unter dem Abstande eines Punktes der Ebene 
vom Anfangspunkte O den Radius des um O beschriebenen Kreises, 
auf welchem der Punkt liegt, oder betrachtet die um O beschriebenen 
Kreise 
(45) X2+-7=r? 


X, Y von ihnen beträgt resp. somit bezeichnen 


als Linien gleichen Abstandes von O. Läßt man nun jedem 
solchen Kreise die gleichseitige Hyperbel 


(46) RR Pr 


entsprechen, so kann man die ganze Ebene ebensogut durch die Ge- 
samtheit der Kreise wie durch die der Hyperbeln erfüllt denken oder 
sie im zweiten Falle als eine Abbildung der ursprünglichen Ebene 
auffassen, bei welcher jede Hyperpel das Bild der zugeordneten 


u 
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Kreislinie ist; man kann gewissermaßen die ursprüngliche Ebene so 
in sich umgeändert oder verzerrt, ihre Maßverhältnisse ver- 
wandelt denken, daß jeder Kreis in die ihm zugeordnete Hyperbel 
übergeht und demnach nun die Hyperbeln an die Stelle der Linien 
gleichen Abstandes von O treten oder als solche aufgefaßt werden 
dürfen. Diese in der neueren Geometrie vielfach übliche geometrische 
Maßvorstellung wollen wir als eine solche bezeichnen, bei welcher 
die Teile der Ebene nach hyperbolischem Maße gemessen 
werden. 

Während wir nun im Falle einer negativen Diskriminante das 
Punktgitter, welches die quadratische Form repräsentiert, in gewöhn- 
licher Maßbestimmung auffassen, wollen wir dies im Falle einer posi- 
tiven Diskriminante in hyperbolischer Maßbestimmung tun. Dann 
erhellt aus der Gleichung (44), daß auch in diesem Falle die qua- 
dratische Form ax?-+bxy-+-cy? das Quadrat des (hyperbolischen) 
Abstandes eines Gitterpunktes vom Koordinatenanfange bezeichnet. 


9. Dies vorausgeschickt, betrachten wir nun eine zweite Form 
(47) . f (x, Yy) ja a’ a’? 4 b' a y - ed’ Y4 
mit der Diskriminante D’, in welche die Form 
(48) fae,y=an+bzytey? 
durch eine ganzzahlige Transformation 
(49) = +Py, y=yX-+6y 
verwandelt wird, so daß nachstehende Gleichungen 
d=an®+bay-+ey? 
(50) b’=(2aa+by)$? +(ba-+2cey)d 
d=aß?+bPd-+eco0? 
statthaben. i 
Infolge der Transformationsgleichungen (49) besteht die Beziehung 
(51) a? -bay+ceYP=adar? + Ey + Ey? 
auch dann, wenn &, y bzw. «, y' ganz beliebige Werte bedeuten. 
Nun verschwindet die linke Seite dieser Gleichung, wenn für das 


Verhältnis 7 eine Wurzel w der Gleichung 





(52) | a® +bz+c=0, 
d. i. einer der beiden Werte 

_—b+YD .—b—JYD 
(53) | AU ERD A NR W, — ER 


» 
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gesetzt wird; ebenso die rechte Seite, wenn für 1 eine Wurzel der 
Gleichung 

















(54) a? +" td‘ —=0, 
d. i. einer der zwei Werte 

1 Re in 
(55) ww, Ay 2 a ’ (W, TE 2 a’ 


(4 


gesetzt wird. Da aber einem Werte von Ze welcher die rechte Seite 
der Gleichung (51) zu Null macht, notwendig ein solcher von = 


Y 
entspricht, für welchen die linke Seite verschwindet, und da zwischen 
diesen Verhältnissen wegen (49) die Gleichung . 

. ge’ 
2 _ arg "yrt 


ra a ee 
NR +0 








besteht, so muß auch die folgende stattfinden: 


ao + 
(56) Tr 
wenn unter w ein beliebiger der Werte (53), unter w aber ein 
passender der Werte (55) verstanden wird. Man sieht leicht ein, 
daß sich hierbei die Wurzeln mit gleichem oder diejenigen mit ent- 
gegengesetztem Vorzeichen der Quadratwurzel entsprechen, je nach- 
dem «0 — %y positiv oder negativ ist. Aus (56) folgt nämlich 


5. ER, 

yw—.& 
setzt man nun hierin Me rel. wo e=+1 gedacht ist, so 
folgt | 


RS ob+2aß—edyD 
—yb—2aa-+teyYD 
oder, wenn Zähler und Nenner mit —yb—2a«—eyyYD multipli- 
ziert wird, 
‚_—2al2aa+by)ß+(ba+2eNWd—(aö—Py)eYD] 
(2Zaa+by)?— Dy? 
__@ae+bne+be+t2end—-leö-RnelD, 
2(aa”+bay-rey‘) 


Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 8 





W 


ng 
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d. i. mit Rücksicht auf (50) und (25) 


Be a0 Te Dr Dre 
(98) 10 ern DI NE Ren 2a ’ 





je nachdem « d— 8 y positiv oder negativ ist. 


Denkt man sich hiernach in der Gleichung (51) die quadratischen 
Formen in die beiden Faktoren zerlegt, die wir als ihre Gitterzahlen 
bezeichnet haben, indem man schreibt: 


(va: el a „) (2 +2. y) 


Aal IT '—YD ) | ET b’+YD' ) 
(ia +2 RTL er Ir 
so muß, wenn  d— By>O ist, 
= Bi: RN 
Va’-x' Bu (va: BER b—-YD, { 
2 ya 
= 'LYD N 
Va. PH .YyY= (fa +22, 














2ya’ 2Ya 
wenn aber «ed — By<O ist, 
OD b+YD 
Va ey fee >) 
SIELH Al aa NEN b—YD, 
Va-x + Sz (Va + 2 2a „) 


sein, wo o ein Proportionalitätsfaktor ist; je nach diesen beiden Fällen 
gehen also, vom. letzteren abgesehen, die Faktoren der einen Form 
in die gleichnamigen resp. in die ungleichnamigen Faktoren der 
anderen Form über. 

10. Bei der geometrischen Deutung dieser Resultate dürfen wir 
von dem Proportionalitätsfaktor absehen, da er nur den Maßstab 
der Figuren beeinflußt, ohne deren Ähnlichkeit aufzuheben. Dann 
entspricht also, je nachdem & d — ßy>0 oder<O ist, die Gitterzahl 


VyD-, 
en 
ya’ 


der Form f’ dem ersten oder zweiten der folgenden Ausdrücke: 


Va-a + 
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| Ya: + ey - (je. a + —— ER )a 
(59 a) ® ne 
— b 
ee peren, 
+ (ya + 2Va = Ye+dy) 2 
— , 5+JD = ). € 
a& Ten nf er zo F 
ya:« Foyat Ya aV5 Ya = 
ee. yD . 
+ (va: A + Ye +oy). 8 
IE 2 ya 2 
‘Man denke sich nun die Punkte A’, ©’ mit den auf die Achsen E. 
OX, OY bezogenen rechtwinkligen Koordinaten = 
E b VD . 
A’:Ya-«a Ber „ ey, u 
Yaa+- re a | 
+D ; 
C ——hb, Y+1 :d, = 
= Te: IE 2 ya = 
wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem D>O oder be 
<0 ist, und die Punkte A”, C” mit den Koordinaten: a 
SED 
aa .Y, 2 
":Yaa I_ 7a N : 
aa 5, i 
Fr 2 ya EN 


welche letzteren Punkte die Spiegelbilder der ersteren gegen die 
Achse OX sind. Verbindet man O mit A’ und mit C’ und bildet \ 
aus OA’ und OC’ in gleicher Weise wie früher aus OA und O0 = 
ein Gitter, so.-werden offenbar die rechtwinkligen Koordinaten seiner | 
Gitterpunkte die folgenden sein: 


(a 
3 


aa 


& 27 
Ber FD 
2 ya 


Werden ebenso A”, C” als Grundpunkte eines Gitters angesehen, 


so werden die Koordinaten seiner Gitterpunkte diese sein: 
8* 


Yaetdy). 
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d-0 Sr ac" a: { 
A I N eo“ + (fa ee vn a). 
2a 


Nach der ersten der Formeln (50) ist aber Ja die — je nachdem 
D<0O oder >O ist, in gewöhnlicher oder hyperbolischer Maßbe- 
stimmung gedachte — Entfernung OA’ oder OA”. Man ersieht 
hieraus, daß, entsprechend den beiden Fällen (59a), (59b), d. h. je 
nachdem «d — ßy>0 oder <® ist, das erste resp. zweite der soeben 
gebildeten Gitter dasjenige der Form /’ ist, wenn dies von der Achse 
O4’ bezw. OA” aus ebenso konstruiert wird, wie das Gitter der 


Form f von der Achse OA aus konstruiert worden ist. In der Tat: 


Dy#+öy). 


die Gitterzahlen seiner Grundpunkte entsprechen den Annahmen 


«=1, y=0 resp. «—=0,y 1, demnach. fallen nach (60A)EZw 
(60b) die Grundpunkte mit A’, ©’ bzw. mit A”, C” zusammen. Nun 
sind die Grundpunkte A’, C’ des ersten jener Gitter und demnach 
auch seine sämtlichen Gitterpunkte zugleich auch Gitterpunkte des 
zur Form f gehörigen Gitters oder, kürzer gesagt, das gesamte erst- 


genannte Gitter ist dem letzteren eingelagert, d.h. ein Teil desselben. 


Demnach ist zu schließen: 
Geht die Form f durch eine Transformation (49), deren De- 


terminante «0 — %y positiv ist, in die Form f’ über, so läßt sich das 


Gitter der neuen Form demjenigen der ursprünglichen einlagern. 





+ 
Sein Elementarparallelogr amm, welches den Inhalt vs hat, ist das 


Parallelogramm mit den Seiten 04’, OC’, dessen durch die Koordi- 
naten der Punkte A’, C’ ausgedrückter Inhalt in der Tat gleich dem 
Absolutwerte von 


Va (ar EB, 


= (e8—y). Vz 


d. i. der Formel (25) zufolge BIEIeN 





+2 gefunden wird. Da das- 





jenige des zu f gehörigen Gitters gleich Var, so besteht zwischen 


den Inhalten /, I’ beider Elementarparallelogramme die Beziehung 





ER 


er a ER PD a N re 1 ee "En 2 SE ee DE GE er En EL 
Ra RT N 4 ET RU Ba rag RR E, 
x or “ ne -. ll Er « ’ E v a 


an 
- 
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I=(0d— By)-I, 
und sie werden also dann und nur dann einander gleich sein, wenn 
«eö—ßy=1, d.h. wenn die Formen f, f’ einander (eigentlich) äqui- 
valent sind. | 

Da aber in diesem Falle f(x, ,y) aus f’ (x, y’) durch eine ganz- 
zahlige Transformation von ganz derselben Art entsteht, wie f’ (x, y‘) 
aus f(x, y), so muß auch das Punktgitter der ersteren Form ein 
Teil desjenigen der zweiten sein, mithin beide Punktgitter sich decken, 
wobei der Punkt «, %’ des neuen Gitters mit dem durch die 
Gleichungen (49) bestimmten Punkte &,%y des ursprünglichen iden- 
tisch ist. | 

Wenn die Determinante «d — ßy der Transformation (49), statt 
positiv zu sein, negativ ist, so ist das Gitter, welches zur neuen 
Form f’ gehört, das Spiegelbild des eben besprochenen gegen die 
Achse OX. 

Für den Fall äquivalenter Formen entnehmen wir diesen Aus- 
einandersetzungen den Satz: 

Zwei äquivalenten Formen entspricht als geo- 
metrisches Bild das nämliche Punktgitter. Bei eigent- 
licher Äquivalenz deckt sich das Gitter der einen beider Formen 
vollständig mit demjenigen der andern, nur daß es auf andere Weise 
in Elementarparallelogramme derselben Größe wie das des letzteren 
angeordnet erscheint. Somit darf dann dies Gitter als geometrisches 
Bild nicht nur der einzelnen Form f(x, y), sondern auch als 
dasjenige der ganzen Klasse eigentlich äquivalenter 
Formen angesehen werden, welcher die Form f(x, y) angehört. 
Bei uneigentlicher Äquivalenz der Formen ist dagegen das 
eine der Gitter das an OX gespiegelte Bild des vorigen, oder gleich 
diesem, aber so gesehen, wie es von der Rückseite der Ebene aus 
erscheint. 

11. Ist z.B. f’ die Form f mit entgegengesetztem mittleren 
Koeffizienten, zwei Formen, die wir nach Gauß einander ent- 
gegengesetzt nennen, so geht f in f’ über durch die Transformation 


er, y=—y, 
die beiden Formen sind also einander uneigentlich äquivalent. Aus 


dem Gitter der ersten findet man das der andern, wenn man bedenkt, 
daß dessen Grundpunkte nach (36), (42) resp. die Koordinaten 


Eh 0 ne haben, also (s. Fig.4) der Punkt 4 und der zu 
\ a ER | 


A EN 
A 


aa I Ni 


FE SER a u 1 a ee Bes ya Eh tt nF a Fa 
- F a ei nn Ga BT -_ 
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C gegen OY symmetrisch liegende Punkt; mithin ist das Elementar- 
parallelogramm des neuen Gitters mit dem Paralleloegramm AOC,D, 





Fig. 4. 


identisch, d. i. dasjenige des ursprünglichen, aber so _gesehen, wie 


es von der Rückseite der Ebene aus erscheint. 
Bedeutet nun allgemeiner /’ («’,y') irgendeine der Form 


f«,=ar+bxy-+ cy? 
uneigentlich äquivalente Form und (49) die Transformation, durch 
welche sie aus f(x, y) entsteht, so kann man die letztere durch die 
Folge zweier Transformationen: 
ta. —Py',:%Y —y« —ay 
De eh Un TEE y 


hervorbringen, für deren erste die Determinante 


für deren zweite sie —1 ist; nennt man f”(x’,y’) die Form, in 
welche f(x,y) durch die erste übergeht, so muß f”(x”, y") dcrın 
die zweite sich in /’(«’, y’) verwandeln und somit der letzteren Form 
entgegengesetzt sein, andererseits ist sie mit /(&,) eigentlich äqui- 
valent. Ist demnach f(&,y) mit einer Form uneigentlich äquivalent, 
so ist sie es eigentlich mit der zur letzteren entgegengesetzten Form, 


‚und offenbar auch umgekehrt. Da hiernach die Frage nach der un- 


eigentlichen Äquivalenz zweier Formen auf die nach der eigent- 
lichen Aquivalenz zweier anderer zurückkommt, dürfen und wollen 














An e 
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wir fortan, wenn nicht ausdrücklich das Gegenteil gesagt wird, die 
Untersuchung auf eigentliche Äquivalenz beschränken. 

12. Zum Schluß dieser Betrachtungen heben wir unter allen 
Formen mit der Diskriminante D eine besonders ausgezeichnete 
hervor. Sie hat verschiedene Gestalt, je nachdem die Diskriminante 

D=d=1 (mod.4% 
oder 
D=4d=0 (mod. 4) 





ist. Im ersten Falle ist eine ganze Zahl und die Form 


4 
(61) . | e+ay+ ze 
eine solche mit der Diskriminante 1—4- a —=d—=D. Andern- 
falls hat die Form | 
(62) x? — dy? 


die Diskriminante 4d= D. Diese Formen sollen je die Haupt- 
form mit der Diskriminante D, und die Klasse äquivalenter 
Formen, der sie angehört, die Hauptklasse heißen. Für das 
Gitter der ersteren haben die Grundpunkte die Koordinaten 1,0 resp. $, 
7 

1x8. da somit der Punkt © senkrecht über die Mitte M von OA 


(Fig. 5) zu stehen kommt, so sind die Dreiecke OMC und AMC 





kongruent und das Parallelogramm OCAC, das an Inhalt. dem Ele- 
mentarparallelogramm OCDA gleichkommt, ist ein Rhombus. Daher 


RE Na ES FE a EEE TE Tr a te NE 
ar EA; NE e . ‚ Pigeg® = 5 — 


B; ‘ 13 
. h Bi 4 2 - K ir 1 He - Er & { re 
HN u vr f ZBNnse 31 SER Aue La er re A Re NT ER ' ; IE N 
MB N N ER a ET a a an RR TE na A a, 2 ar ir. EA A Fe. 7 Te 4 


3 
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läßt sich das Gitter jetzt in lauter kongruente Rhomben zerlegen und 
ist dann mit dem von der Rückseite der Ebene gesehenen, ebenso 
zerlegten Gitter der entgegengesetzten Form identisch. Das gleiche 





Fig. 6. 


ereignet sich offenbar allgemeiner stets dann, wenn in der qua- 
dratischen Form (a, 5b, c) der mittlere Koeffizient 5 dem ersten a 
gleich ist, denn dann haben die Grundpunkte A, © die Koordinaten 
7 FE ENT Y+D 
Va, 0; 3 Ya, 2ya 

Im zweiten Falle haben die Grundpunkte für das Gitter der 
Hauptform (62) die Koordinaten 1, 0; 0, Y+d: resp., der Punkt © 
fällt mithin auf die Y-Achse und das Elementarparallelogramm wird 
ein Rechteck (Fig. 6). Das Gitter besteht also in diesem Falle aus 
lauter kongruenten Rechtecken, und so bietet das Gitter der ent- 
gegengesetzten Form, welche jetzt mit der ursprünglichen identisch 
ist, von der Rückseite der Ebene gesehen, wieder den gleichen Anblick. 

Was endlich die Gitterzahlen der Hauptform betrifft, so sind sie 
für die Hauptform (61) die folgenden: 





resp. und C' steht wieder über der Mitte von OA. 








1—Yd 1+Yyd 
(61a) Er a y, g=ı2+ a Y, 
für die Hauptform (62) dagegen diese: 
(62 a) Ee=x—yYd,  E=c+yYa, 


ein Ergebnis, auf dessen Bedeutung wir später zurückkommen 
werden. 
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13. Die in Nr. 9 angestellte Erwägung hat zu einem Gesichts- 
punkte geführt, das Problem der Äquivalenz zweier Formen wieder 
von einer neuen Seite zu betrachten. Aus der eigentlichen Äqui- 
valenz der Formen (a, db, c) und (a, b’, €) schlossen wir die 
Beziehung 

ao —+P 
(63) N vo+6 
zwischen den gleichnamigen Wurzeln der Formen unter Geltung der 
Gleichung «ö — ®y=1, d.h.nach früherer Ausdrucksweise die eigent- 
liche Äquivalenz der Zahlen w, w. Es läßt sich aber auch um- 
gekehrt aus der letzteren die erstere Äquivalenz folgern, wenn die 
Formen als solche mit derselben Diskriminante gedacht werden. In 
der Tat, setzt man, indem man YD mit beliebigem, aber beidemal 
gleichem Vorzeichen genommen denkt, in (63) 


N 
=, DET” Io. 2a 
ein, so nimmt die Formel die Gestalt | 

—b+YD 2aß—ba+toyD 
2a 25 —by+yyD 














an, die, wenn rechts mit 20 6— b’y —yYD erweitert wird, nach ein- 
facher Rechnung in die folgende: 


—b+YD _@aß—ba)dö+(—dB+2cCa)y+YD 
19 2a N 


u 
_ 


2 (@ ®—_dyd-t ey) 


übergeht. Aus dieser aber erschließt man durch Vergleichung des 
Rationalen bzw. des Irrationalen auf beiden Seiten 


(66 a) a=a®—bydö+c?=f(d,—y), 
(66 b) b=—- @ad—by)B+lb6— 2cy)a 


und mit Rücksicht auf die aus der Grundformel (9) hervorgehende 
Gleichung 
eh Affe, 0) 
—[- 2a d—bYE+WÖ—2ENal?—D 
die Gleichheit 
4a-f (—-P,o)=b®—D=4aec, 
also 


(66 c) ec=f(-P, Wa? —bPa+dar. 
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Die so für o, 5b, e erhaltenen Ausdrücke zeigen, daß die Form 
(a,b,c) aus der Form (a, b’, €) mittels der Transformation 


«=da—Py, Y-—yanH+ay 
hervorgeht, deren Koeffizienten die Bedingung erfüllen 
a (-D-N=1, 
d.h. daß beide Formen eigentlich äquivalent sind. 


Die eigentliche Äquivalenz zweier Formen gleicher 
Diskriminante ist demnach identisch mit der eigent- 
lichen Äquivalenz ihrer gleichnamigen Wurzeln. Somit 
darf die Frage nach jener durch die Frage nach der letzteren ersetzt 
werden, und wir wollen in der Tat dementsprechend verfahren. 

Indem wir für die Zahl D die Voraussetzungen festhalten, die 
ihr als einer Stammdiskriminante zukommen, betrachten wir die 
Gesamtheit 2 aller Zahlen von der Form 


—b-+YD 

2.4: 2° 

worin a, b ganze Zahlen und b?=D (mod.4a) ist. Sie ist zugleich 

die Gesamtheit der ersten Wurzeln aller (primitiven) quadratischen 

Formen mit der Diskriminante D; in der Tat gehören diese sämtlich 

—b-+YD 
2 


ihr an, andererseits ist jede Zahl = der gedachten Art 


die Wurzel der Gleichung 
Bavw+b)®—=D, 

welcher die Gestalt ri 

40? +-4abvo + — D=0O 

oder, da nach den Voraussetzungen, unter c eine ganze Zahl ver- 

standen, 53 — D=4ae gesetzt werden darf, die Gestalt 


aa +bw -+c=d 


gegeben werden kann, während a, b, e (s. Ende von Nr. 3) ohne ge- 
meinsamen Teiler sind, also ist die erste Wurzel der (primitiven) 
quadratischen Form (a, b, c) mit der Diskriminante D. Dem Ge- 
sagten zufolge wird also die Einteilung dieser Formen in Klassen 
äquivalenter Formen mit der Einteilung der Zahlen der Gesamt- 
heit 2 in Klassen äquivalenter Zahlen vollständig sich decken. 


14. Um diese nun zu leisten, muß man verschieden verfahren 
im Falle einer negativen und im Falle einer positiven Diskriminante. 








3 FE he a a a Fe DE RZ 
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Wir setzen zuerst D<ÖO voraus. Da es sich in diesem 
Falle nur um positive Formen handelt, ist der Nenner der Zahl 


ne 


positiv, die Zahl 


3 —b, .)J—D 
N 


selbst komplex mit dem reellen Bestandteile 3 Nennt man nun 


b, den absolut kleinsten Rest von —b (mod.2a) und setzt in dem 
Falle, wo —b ein ungerades Vielfaches von a ist, als absolut kleinster 
Rest (mod. 2a) also sowohl +«@ wie —a genommen werden kann, 
der Bestimmtheit wegen 5, =--a, so gelten die Ungleichheiten 





—a<b,<a oder ES, =! 


so daß, wenn —b=2ax+ b, gesetzt wird, x die am nächsten an 


= liegende ganze Zahl bezeichnet. Man schließt weiter br 


5 b; a 8 , bb — 
(mod. 4a), also wird — —— zugleich mit 





IEIaR k 
eine positive ganze 


4a 4a 
Zahl sein, welche a, genannt werde. Nun setze man 
(68) ER a=0—,— +12 
und | 
(69) De. 
IK m) ’ 
ar 


dann ergibt sich leicht w, = ‚ während, wenn o’ die kon- 





24, 
jugiert imaginäre Zahl zu ® bezeichnet, 
ers D3rr0: 
en (u — x) (W — 2) = re 


gefunden wird. In gleicher Weise kann man fortfahren; bezeichnet 
b, wieder den wie vorher bestimmten absolut kleinsten Rest von —b, 


(mod. 2a,), % die zunächst an =: liegende ganze Zahl und a, die 





DB — eh 
positive ganze Zahl 5: —, so folgen aus 
1 RR 
Es b D 
(Hy geh — H= tr 
und I | 5 
(72) | | U a NZ 





"bau wu „ 1074 


"N 
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die Gleichungen 


ZU iR; 
NE rar und (ww, —2,)(w —%) = > 
usw. Aber die positiven ganzen Zahlen a, a,, @&, ... können nicht 


ohne Ende abnehmen, bei Fortsetzung des Verfahrens muß man also 
zu einer Zahl ra kommen, welche gleich oder größer ist als die 
vorhergehende Zahl a,. Aus der zur letzteren gehörigen Zahl w, er- 
hält man dann durch die Gleichung 
dh tyD 

24, 
eine Zahl w,, für welche der reelle Bestandteil zwischen — # exkl. 
und +4 inkl. enthalten, 


(73) VW, —%, = 


Ad: 
’ A 1 
O0, = (W; — %,) (0; — %,)— . 
2 i 


aber gleich oder größer als 1 ist, so daß, wenn 


(74) = Htni 
gesetzt wird, die Ungleichheiten erfüllt sind: 
(75) seh Some 


Wir wollen eine Zahl w,, welche diese Bedingungen erfüllt, eine 
reduzierte Zahl nennen. 
Die auf solche Weise gewonnenen Zahlen 


DE, 0 OT 


., 0,, 0 


0 

sind aber jede der vorhergehenden, sämtlich also der ersten eigent- 
lich äquivalent, und zwar geht wegen —=w-x die erste aus w 
durch die Substitution $: 





ee Denk 
0-0o+1’ 
w aber wegen = — = aus o,; durch die Substitution 7: 
5 a erh 
1:0, +0’ 
nun wieder w, aus w, durch die Substitution $; : 
el 1-9, +2 
0-0, +1’ 
dann ®, aus w, durch die Substitution 7: 
a ! 


Sr 1-0 +0 
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hervor, usw., so daß endlich w aus w, gewonnen wird durch eine 
zusammengesetzte Substitution, welche folgendermaßen geschrieben 
werden kann: 
(76) DIS 3 1 SE: 


Wir schließen also aus der angestellten Betrachtung den 

Satz: Im Falle einer negativen Diskriminante ist 
jede Zahl » der Gesamtheit 2 einer reduzierten Zahl 
@ dieser Gesamtheit eigentlich äquivalent. 

15. Übertragen wir dies zunächst von den Zahlen der Gesamt- 
heit 2 auf die ihnen entsprechenden quadratischen Formen. Der 
Substitution ST, durch welche 


ee Aegz 1 
1-0, +0 
gesetzt wird, entspricht eine Transformation 
(77) t=sc —-Y, Y=HXr, 
durch welche die der Zahl ® entsprechende quadratische Form 
(78) ac -+bxy- ey? 


in den Ausdruck 
(a2?-+b2z+c)-#?— RBaxz+bay + a-y” 
übergeht, in welchem 








—(2az+b)=b, 
und | 
40?x2?+4abx+A4ac b—D 
2 ee ne un Ba Er Er _.— = 
a2? +-bz+c= a5 A a, 


ist; die Form (78) verwandelt sich also durch die Transformation (77) 

in eine eigentlich äquivalente Form 

(79) „hc +bxXy tay”, 

welche die Besonderheit darbietet, daß ihr dritter Koeffizient dem 

ersten der Form (78) gleich, die Summe der beiden mittleren Koeffi- 

zienten aber durch das Doppelte 2@ des gemeinsamen Koeffizienten 
b+b 


teilbar und der Quotient yes dem Substitutionskoeffizienten % ent- 


gegengesetzt gleich ist. Um dieser Eigenschaft der neuen Form 
willen mag sie der Form (78) (nach links hin) benachbart heißen. 
Durch die Transformation 

oc" BER ee Ze ‚ip | Yy = C, 
welche der Substitution 8, 7 entspricht, geht die neue Form in die 
ihr wieder (links) benachbarte Form | 


at FE a a We a in a FE u 2 WIE BIT . 
le ET Re Smrrcue Anh nn a Balan E1a 
Br ' $ BE RE ARER T 
r - we . . 
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x? + b,%X 1 y"+a,y"? | 
über usw.; durch eine der Transformation $,_, 7 entsprechende 
Transformation entsteht die der voraufgehenden Form nach links 
benachbarte Form a,@?-+5,0y--a,_,y?, aus welcher endlich durch 
die Transformation 
| = try, y=Yy, 
welche der Substitution S, entspricht, die Form 
0,24 (20,2, + by yo (6,25. +2,% 20.99 

d.i. die Form 
(80) a, —b,, Key ta1,%” 
hervorgeht, deren Koeffizienten den Bedingungen genügen: 
(81) —4,<b,; <a; <Q; 4, 

Wird eine solche Form eine reduzierte Form geheißen, so darf 
man dem zuvor erhaltenen Satze den entsprechenden substituieren: 

Jede Form mit negativer Diskriminante ist einer 
reduzierten Form eigentlich äquivalent. Die angestellte 
Betrachtung liefert zudem auch eine Methode, um eine Transformation 
anzugeben, welche jene in diese verwandelt. e 

16. Wir leiten aus dem Vorigen zunächst einen äußerst wichtigen 
Satz her. 

Die Bedingungen (75), denen eine reduzierte Zahl 





—b+YD 

Te ; 
unterworfen ist, ergeben &°<+t, mithin 
(82) nad 253 
oder, da 7 = -. ist, 
(83) az ir Sa 
während —a<b<a, b also numerisch ebenfalls kleiner als = 


ist; da hiernach die ganzen Zahlen «, 5 nur eine endliche Anzahl 
von Werten annehmen können, ist auch die Anzahl der reduzierten 
Zahlen ®, nur endlich. Weil aber jede Zahl in 42 einer reduzierten 
Zahl äquivalent ist, dürfen diese zu Repräsentanten der sämtlichen 
Klassen äquivalenter Zahlen gewählt werden, und somit kann die 


nass ee 
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Anzahl der letzteren gewiß nicht größer sein als die der reduzierten 
Zahlen; man hat daher den | 
*” Satz: Die Anzahl der Klassen eigentlich äquivalenter 
Zahlen der Gesamtheit 2 oder der ihnen entsprechen- 
den quadratischen Formen mit der negativen Dis- | 
kriminante Dist endlich. x 
Es fragt sich nur, ob sie nicht noch kleiner ist als die der 
reduzierten Zahlen, indem etwa von diesen selbst mehrere unter- 
einander äquivalent werden. Um dies zu entscheiden, seien 


Ber aLlD  — —b+YD oe 














RT Far ee BT. | : , 
zwei verschiedene reduzierte Zahlen, also 
—a<b<za<c- nd 
RE" bar—:D 
— a <b'<a<d= ER 
<sa< Ay 


Setzen wir, was erlaubt ist, «>a«a voraus und nehmen dann an, 
©, und w(!) seien eigentlich äquivalent, also 


yo OÖ’ 
während @ö — 8y=1. Nach Nr. 13 ergeben sich dann die Be- | © 


ziehungen 

84 a=a0?—b’ydö-+dy? 

(84) EN WERDE INN 

deren erstere auch in der Gestalt | | 
(85) 4ad=(200— by)? — Dy? r 
geschrieben werden kann. Da nun für die reduzierten Zahlen @,, wi | 
nach (83) 


az; und ebenso «az u 


ist, so ist et während der Ausdruck zur Rechten der 


vorigen Gleichung, wenn y2>*1 wäre, mindestens gleich — 4D wäre. 
Somit muß entweder y=0O oder y=+I1 sein. 

Ist „=0, also @d=1, so folgt aus (85) die Gleichheit «= «’ 
und aus der zweiten der Gleichungen (84) 5b U’ =+2«Pß, also 





ine Rn; RE 
" 4 ee h “ rn E m 
4 y { 4 
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teilbar durch 2«@‘. Da aber b, b’ numerisch nicht größer als « resp. 
a’, beide also nicht größer als a’ sind, so kann 5—b’ numerisch 
höchstens gleich 2a’ sein; man schließt daher, daß entweder b— b’=0, 
also gegen die Voraussetzung @,= w() wäre, oder b-b"’ —=+2d, 
mithin eine der Zahlen 5, db’ gleich +a@=a, die andere gleich dem 


ausgeschlossenen Werte — a =—.a; diese Voraussetzung ist also 
unzulässig. 

Ist dagegen y= +1, so folgt aus der ersten der Gleichungen (84) 
(86) a=ad0®?rbö-+te; 


da aber a<a«<c, muß @ 0? FVÖ<O sein, während doch anderer- 
seits, da 5’ numerisch nicht größer als a’ ist, 5’Öd numerisch nicht 
srößer als a’ ö? sein kann, also a d?+ b’ö>0 sein muß. So findet sich 


(87) a2 Fb6—0. 


Demnach geht aus (86) «= c’ hervor, -was in Verbindung mit 
a<a<c die Gleichheit a=«= ec ergibt. Nunmehr läßt sich mit 
Rücksicht auf (86) und auf die Gleichung «&ö — $y=1 der zweiten 
der Formeln (84) die Gestalt 


b+b=2a(-Pßdteaö?+e) 


geben, bb’ wäre also teilbar durch 2a’, was, da 5, db’ numerisch 
nicht größer als «=.«’ sind, nur sein kann, wenn entweder 5 + b 
—= +20e, also d=b)=a=a), mithin gegen die Voraussetzung 
@,= wu) wäre, oder wenn 5=—b ist, woraus mit Rücksicht auf 
die Gleichungen 


ie b?—4Wd—=b?—4ac 
auch a=c hervorgeht. Dann würde aber 
re De 


Sa 

0 
sein. In diesem einzigen Falle können also die beiden reduzierten 
Zahlen w,, wj) oder die beiden ihnen entsprechenden reduzierten 


Formen 








(a,db,a), (a, —b, a 
einander (eigentlich) äquivalent sein und sind es in der Tat, da 
aus w() durch die Substitution 
0-0) — 1 
O0 


1077 


hervorgeht. 





A 2 N a a 7 BE SE ne A nr N 
ET Ba A 
a ee BE u . DH 
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Durch diese Resultate sind wir nun in den Stand gesetzt, für 


zwei quadratische Formen mit negativer Diskriminante die Frage > 
nach ihrer Aquivalenz zu lösen. Man suche in der in Nr. 15 an- ee. 
gegebenen Weise die reduzierten Formen auf, denen sie äquivalent En 


sind; wenn diese identisch miteinander oder zwei reduzierte Formen > 
der erwähnten besonderen Art sind, so werden auch die fraglichen 
Formen äquivalent sein, und man kann eine Transformation der einen | 
in die andere angeben; entgegengesetztenfalls sind sie nicht äquivalent. ee 


17. Auch die Reduktion der quadratischen Formen läßt geo- 7 
metrische Deutungen zu. Denkt man sich in der oben nach < & 
Gauß angemerkten Weise die Zahl Re: 

| NIE En 
et ee 


als Punkt einer Ebene mit den rechtwinkligen Koordinaten &, n ab- 
gebildet, so liegt jeder Punkt der Gesamtheit 2 in der positiven 


Halbebene, da „2 positiv ist. Den komplexen Werten &E+n3;, 6 





Fig. 7. 


für welche —4<& ist, entsprechen Punkte zur Rechten der Geraden 
—] 5 
ON (Fig. 7), welche parallel zur y-Achse im Abstande 79 von Be: 


0 gezogen ist; den komplexen Werten, für welche &<4 ist, ent- 


Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 9 
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sprechen die Punkte auf oder zur Linken der andern Parallelen PM im 
Abstande + 3 von O, endlich den komplexen Werten, für welche &? +? 
> 1 ist, solche Punkte, die außerhalb des Kreises mit dem Mittelpunkte O 
und dem Radius 1 oder auf seiner Peripherie gelegen sind. Hiernach 
werden die Punkte, welche den reduzierten Zahlen w, der Ge- 
samtheit 42 entsprechen, wegen der solchen Zahlen charakteristischen 
Bedingungen (75) in demjenigen Gebiete der Ebene liegen, das in 
der Figur schraffiert ist, einschließlich des Teils seiner Begrenzung, 
welcher stärker ausgezogen ist; indem hierbei der Kreisbogen NL 
unterdrückt ist, wird der einzige Fall äquivalenter reduzierter Zahlen 
ausgeschlossen. Da die Anzahl der reduzierten Zahlen nur endlich 
ist, enthält das bezeichnete Gebiet nur eine endliche Menge von 
„Bildpunkten“, welche Zahlen w der Gesamtheit 2 entsprechen. Jeder 
außerhalb des Gebiets liegende Bildpunkt einer Zahl w’ dieser. Ge- 
samtheit aber wird durch eine Substitution 
ao —+ PB 

N +6 
der (engeren) linearen Gruppe in einen Punkt dieser endlichen Menge 
übergeführt. 





Stellen wir endlich noch die Bedeutung fest, welche den Re- 


duktionsbedingungen für eine quadratische Form mit Bezug auf das 
Punktgitter zukommt, welches die Klasse der Form repräsentiert. 
Sei dies Gitter das nebenstehende (Fig. 8) mit dem Anfangspunkte ©. 





Fig. 8. 


Um daraus dasjenige Elementarparallelogramm zu ermitteln, 'welches 
der reduzierten Form der Klasse entspricht, !verbinde man O mit 
dem nächstgelegenen Gitterpunkte A durch eine Gerade und suche 
einen derjenigen Gitterpunkte, die in der nächsten Parallelen und O 
zunächst gelegen sind; sei C solch ein Punkt, dann werden A, © die 


Grundpunkte für das Gitter der reduzierten Form sein. In der Tat 


ist die reduzierte Form (a, 5b, c), da für sie 





En 
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—a<b<a<e, 
also Ya<yc ist, dadurch charakterisiert, daß die Seiten des Ele- 
mentarparallelogramms 0A<0OC, ihre Diagonalen 


AC=Ya—b-+e, OD=yJatb-+te 


aber zwischen Ye und Y3c liegen und somit gleich oder größer sind 
als die Seiten; diese Bedingungen sind aber nur für das angegebene 
Parallelogramm erfüllt, wie der Anblick der anderen, in der Figur 
ausgezeichneten Parallelogramme zur Genüge zeigt. Das Elementar- 
parallelogramm der reduzierten Form hat demnach von allen die 
kleinsten Seiten, und hat Diagonalen, welche nicht kleiner sind als 
die Seiten. 

18. Wir behandeln nunmehr den Falleiner positiven 
Diskriminante 

D>0, 
sehen dabei aber zunächst davon ab, ob die Äquivalenz eine eigent- 
liche oder uneigentliche sei. Da entgegengesetzte Formen stets — 
wenigstens uneigentlich — äquivalent sind, kann man den mittleren 
Koeffizienten der Form so gewählt denken, daß wenigstens eine der 
beiden Wurzeln - 
—b+YD —b—YD 

> a eg 
der Form positiv ist, denn wären beide negativ, so wäre es auch ihre 
Summe =, was nicht der Fall sein wird, wenn 5b eventuell durch 


— b ersetzt wird. Betrachten wir also die Gesamtheit 2 der Zahlen 

(88), in denen a, b ganze Zahlen und d?=D (mod.4a) ist, d.h. 

(vgl. Nr. 13) die Gesamtheit der Wurzeln der quadratischen Formen 

mit der Diskriminante D, so dürfen wir zur Untersuchung ihrer 

Äquivalenz von der Annahme ausgehen, daß etwa die Wurzel 
—b+YD 

7 ERTR 


positiv sei. Man setze nun = % AT SSER wo g, die größte in w ent- 


(89) w 


1 
haltene ganze Zahl bedeute; dann ist w, eine positive Irrationalzahl 
größer als 1. Ebenso setze man | 
1 1 
A RR RUN .. 
unter 9, 0, .». resp. die größten in @,, @;, ... enthaltenen Ganzen 


verstanden; so entsteht ein Kettenbruch für w: 
8 
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(90) o=|9, Qi» day ++» 9;_1 o;], 


in welchem w, wieder eine positive Irrationalzahl größer als 1 be- 
deutet und der beliebig weit fortgesetzt werden kann. Man bilde 
die aufeinanderfolgenden Näherungsbrüche dieses Kettenbruchs: 


Ag 1 ag! 9 % omt1 2% 9% + %ı 


(91) Er] — == Te NE SEA N Se er To 


VER een q nz, Mm 
deren letzter, den Schlußnenner w, enthaltender die Gleichung 


7,0, %,_, 
N,o;, N, 








(92) ul 


ı—1 
liefert, welche mit Rücksicht auf die bekannte Beziehung 
ER EE N; =(-V' 


zwischen den Zählern und Nennern zweier aufeinanderfolgender 
Näherungsbrüche die, je nachdem © gerade oder ungerade ist, eigent- 
liche oder uneigentliche Äquivalenz der Zahlen », w, ausweist. Aus 
(92) ergibt sich umgekehrt | 
—n OB 
en ee ee 


E3 Nn,W — 2%, 


und, da die gleiche Beziehung auch zwischen den konjugierten Werten 
bestehen muß, die Gleichung - 


4 
N; @ = 2%; 


[2 





(95) 0. = 


x | 
Da nun mit wachsendem %k der Bruch ns dem Werte ® unend- 
lich nahekommt, wird von einem bestimmten Werte von A an der Unter- 


28 J A 
schied — — w numerisch unter jedem beliebig gegebenen Werte, 


h | 
z. B. unter u bleiben, und daher der Ausdruck 


27 An 
— o+-w—- 0)=— — uw 
N, n, 
und, da », stets positiv ist, auch der Ausdruck 2, — nr, w' dasselbe 


Vorzeichen behalten wie Eu d.i. wie a Für 2>% bleibt mithin 
o' nach Formel (93) stets negativ. Da man diese Formel aber 


schreiben kann wie folgt: 








2. Yo 5 ” ET Fe DIE a en Me 8 N Kullan 
SEE a En a u 


+ 
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n—n,_)0"—(,;—%_) 1 j GEBR 
ri —— | | ) A \ 
n.\w — —). | Ras 
i n,; N, 
so ergibt sich, wenn © groß genug gedacht wird,  +1>0, da 


(er 


TV Wer 
& n,;]: 


1 RAR | 
n,(0 — ©) beliebig wenig verschieden, 


mithin beliebig klein ist. Auf solche Weise ist festgestellt, daß für 
alle hinreichend gwßen Werte von © jeder Schlußnenner w,, der 
selbst positiv und größer als 1 ist, einen konjugierten Wert w; hat, 
welcher negativ und numerisch kleiner als 1 ist. Nun gehören sämt- 
liche Zahlen ®, der Gesamtheit 2 an, denn aus = + - folgt 

2 1 

U ER 
0-1 —@au+b)+YD' 


was, mit — (209, + b)— YD erweitert und wenn b>— D=4ac ge- 
setzt wird, mit der Gleichung 


—- Lan +4) —YD 
2a tbm-t e) 





n,—n, „>1 und der Bruch für hinreichend große 


ı 





Werte von ? numerisch von 





W ——— 





0 = 
übereinkommt und, da 
Ba, +9’ — D-Aayg td tea, 


2ag,+b®=D (mod.4 (ad +5bq,+0) 


ist, , als eine Zahl in 2 ausweist; gleicherweise erkennt man 
dasselbe für &, ,... Nennen wir daher eine Zahl », der 
Gesamtheit 2 eine reduzierte Zahl, wenn w, positiv 
und größer als 1, die ihr konjugierte Zahl w, aber 
negativ und numerisch kleiner als 1 ist, so dürfen wir als 
Resultat unserer. Betrachtung den Satz aussprechen: Jede (posi- 


tive) Zahl in 2ist einer reduzierten Zahl äquivalent. 


19. Als eine solche mit w äquivalente reduzierte Zahl darf jeder 
Schlußnenner des Kettenbruchs (90) für ein hinreichend großes © an- 
gesehen werden. Es gibt deren aber nur eine endliche Anzahl von- 
einander verschiedener. In der Tat ist die Anzahl der redu- 
zierten Zahlen in 2 selbst nur eine endliche. Soll nämlich 


abge? 


er 
x X. DR wie 2 
Br 


ei 
Fi: 
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—b+YD 
WW 2 
eine reduzierte Zahl sein, so müssen die folgenden Ungleichheiten 
ep ıT) 
en 0<231B 241 


erfüllt sein. Aus ihnen Tola) nun zunächst we d. h. es gilt 


das positive oder negative Vorzeichen, je achten a positiv oder 
negativ ist; ist @>0, so nehmen die Ungleichheiten die Form an 


(95 a) 0<b+YD<2a<—-b-+YD, 


woraus b<O und >— /D hervorgeht, so daß die ganze Zahl 5 nur 
eine endliche Anzahl von Werten haben kann, deren jedem den Un- 
gleichheiten zufolge auch nur eine endliche Anzahl von Werten für 
die ganze Zahl a entsprechen kann; ist «<0O, so lauten die Un- 
gleichheiten: 

(95 b) 0>5b—YD>2a>—-b—YD, 


woraus 5>0 und kleiner als YD, und somit wieder nur eine endliche 
Anzahl von zulässigen Werten für 5 und für a hervorgeht. Zudem 
dürfen von diesen Wertsystemen nur solche genommen werden, für 


Ze 
welche 5?= D (mod.4a), d.h. 3 AG 


zahl der für reduzierte Zahlen w, statthaften Wertsysteme «a, 5 ist 
also, wie behauptet, nur eine endliche. 


Hieraus ist zu schließen, daß, wenn die unendliche Kettenbruch- 
entwicklung für eine positive Zahl ® der Gesamtheit 2 in endlicher 
Form, wie in (90), geschrieben wird, ihre Schlußnenner w, nur eine 
endliche Anzahl verschiedener Werte haben können, da sie von einer 
bestimmten endlichen Stelle an reduziert sind. Es muß sich also 
ereignen, daß einmal ein Schlußnenner einem früheren gleich wird. 
Sei etwa w,,, der erste von den auf w, folgenden, welcher gleich o, 
ist; dann ist 





eine ganze Zahl ist. Die An- 


u a 
(96) —[%;: 91» Joı +» u-1ı Joe * It? o,] 
=[g,; I +» de Ir It? Ge + Gr o;] 


usw., mit anderen Worten: der Kettenbruch für ® muß 
periodisch sein. 
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Man zeigt aber noch leicht, daß die Periode mit dem ersten 
Schlußnenner w,, welcher reduziert ist, beginnt. In einer Formel 


07) =, + 

iH 
mit ganzzahligem 9,>0 ist nämlich dann und nur dann w,,, zu- 
gleich mit ®, reduziert, wenn g, das größte in w, enthaltene Ganze 
ist; in der Tat ist unter dieser Voraussetzung w, , positiv und größer 
als 1, und zugleich ist 


(98) 





Wu ‚= jeeelıy2 
BETH: 
wenn »>1 und w; <O ist, ein negativer echter Bruch, d.h. O1, Ist 


reduziert; umgekehrt, wenn ®, ,, zugleich mit », reduziert ist, so ist 


En positiv und kleiner als 1, also g, in (97) das größte in dem 
+1 
positiven w, enthaltene Ganze; dieselbe Zahl q, ist dann aber auch 





das größte Ganze, welches in enthalten ist, denn aus (98) folgt 


! 


9. 
Se q w. 
RETTEN FREE IR 
er ; 
worin —w‘ ein positiver echter Bruch ist. — Dies vorausgeschickt, 


nehme man an, daß die Periodizität des Kettenbruchs für ® erst mit 
dem Schlußnenner w,,, beginne, der nicht der erste reduzierte Schluß- 
nenner ist, und es sei @,,,,,—®;,,,. Dann bestehen Gleichungen 
von der Form 


1 1 1 
9,—=g4 + ea, te ER VE FR 
WO g;, 9;,,. die größten in w, und ®,,, enthaltenen Ganzen be- 
zeichnen. Da aber w,, Or Ok reduziert sind, muß dem soeben 


Bewiesenen zufolge sowohl g, als auch g,,, das größte in eu 
| iH 
enthaltene Ganze und somit 9,—=q;,, sein, die Periodizität nähıme 
also gegen die Voraussetzung bereits um eine Stelle früher beim 
Schlußnenner ®, ihren Anfang. Auf solche Weise sind wir zu 
folgendem Satze gelangt: 5 | 
Jede (positive) ganze Zahl w der Gesamtheit 2 läßt 
sich in einen periodischen Kettenbruch entwickeln, 
dessen Periode bei dem ersten Schlußnenner beginnt, 
welcher reduziertist. 
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Ist demnach w, eine reduzierte Zahl in 2, so beginnt die 
Periodizität schon mit w, selbst, d. h. die Kettenbruchentwicklung 
von w, ist rein periodisch: 


0 |9,; I ++ ar Io I + Ir Ion “.] 
oder, wie wir kürzer schreiben wollen, 
(99) We Kl re Mesa): 


20. Durch die Kettenbruchentwicklung einer reduzierten Zahl @, 
wird nun eine Anzahl reduzierter Zahlen, nämlich die endliche 
Menge der Schlußnenner 


(100) RR RR ha 
des Kettenbruchs für w,, zu einer Periode untereinander äquivalenter 


Zahlen verbunden, deren Kettenbruchentwicklungen aus (99) durch ein- 
fache Verschiebung der Teilnenner hervorgehen, nämlich: 


0, —=K(g, VER ea T I» gu) 
, a EI 0, Go: 9.) 
W,_ er Re 
während die Gleichungen 
1 1 E 
vr o,’ o=q+t o,' ER a I: 


zeigen, daß jede dieser Zahlen der ihr vorhergehenden, wie der ihr 
folgenden uneigentlich äquivalent ist, da z. B. w,_, aus w, durch die 
Substitution S,_, | 


—1 








Do 
et = 1-0,+ 0 
mit der Determinante q, ,0—1:-1=—1 entsteht. Erschöpft nun 


die Periode (100) noch nicht die Gesamtheit der reduzierten Zahlen 
in 2, so sei ®, eine der noch übrigen; ihre Kettenbruchentwicklung 
liefert eine zweite Periode 


(101) De 


von untereinander äquivalenten reduzierten Zahlen, und wenn auch 
hiermit noch deren Menge nicht erschöpft ist, kann man in gleicher 
Weise fortfahren und erhält endlich sämtliche reduzierten Zahlen in 
2 in eine gewisse Anzahl solcher Perioden verteilt. Während aber 











a DE A Br Er ln ME ra  a  TE R a dee TEL En De DE 
U nun Be E35 are AUERTEE EORENIN NE RER i Erg 


% 
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die Glieder jeder einzelnen Periode untereinander äquivalent sind, 
können zwei Zahlen verschiedener Perioden einander nicht äquivalent, 
also a fortiori auch nicht einander gleich sein. Denn die Ketten- 
bruchentwicklungen für äquivalente Zahlen stimmen einem früheren 
Satze (Kap. 4, Nr. 14) zufolge von einer bestimmten Stelle ab mit- 
einander, also auch in ihren Schlußnennern, überein, welche somit 
ein und dieselbe Periode darstellen müßten, der Voraussetzung zu- 
wider. Somit stellen die gedachten Perioden die Gesamtheit der ver- 
schiedenen reduzierten Zahlen in 2 und zugleich ihre Verteilung in 
Klassen äquivalenter reduzierter Zahlen dar. Die Anzahl dieser 
Klassen ist endlich, da es die Anzahl der reduzierten Zahlen selbst 
ist; man erkennt also, wenn man von den Zahlen zu den ihnen ent- 
sprechenden quadratischen Formen zurückkehrt, daß auch bei 
positiver Diskriminante die Anzahl Klassen äqui- 
valenter quadratischer Formen nur endlich ist. 

Hiermit sind wir nun auch für den Fall positiver Diskriminante 
in den Stand gesetzt, die Frage nach der Äquivalenz zweier Zahlen in 
“2 oder der ihnen entsprechenden quadratischen Formen zu ent- 
scheiden. Jede der gedachten beiden Zahlen ist (nach Nr. 18) je 
einer reduzierten Zahl äquivalent, je nachdem aber diese letzteren 
Zahlen derselben oder verschiedenen Perioden angehörig sind, werden 
die gegebenen Zahlen einander äquivalent sein oder nicht. Die Ketten- 
brüche zweier äquivalenter Zahlen sind also dadurch charakterisiert, 
daß sie von dem ersten bei ihnen auftretenden reduzierten Schluß. 
nenner an die gleiche Periode von Schlußnennern ergeben, und 
können abgesehen von dem anfänglichen Teile nur darin untereinander 
verschieden sein, daß die Periode beidemal mit einem andern ihrer 
Glieder einsetzt. Ist z. B. für eine dieser Zahlen dies Glied das 
erste Glied w, der Periode (100), für die andere Zahl das Glied w,, 
so kann auch leicht entschieden werden, ob die Äquivalenz der 
beiden Zahlen die eigentliche oder die uneigentliche ist. Da nämlich 
jede der Zahlen (100) der folgenden uneigentlich äquivalent ist, wird 
sie der jedesmal zweitfolgenden eigentlich äquivalent und somit @, 
mit w; eigentlich oder uneigentlich äquivalent sein, je nachdem © 
gerade oder ungerade ist. Nun bestimmt sich (nach Nr. 18) aus den 
anfänglichen Teilen der Kettenbrüche der beiden gegebenen Zahlen, 
welcher Art ihre Äquivalenz mit w, bzw. mit o, ist; wenn sie 
beidemal von gleicher Art ist, so werden die Zahlen auch unter- 
einander von ebendieser Art oder aber von der entgegengesetzten 
Art äquivalent sein, je nachdem : gerade oder ungerade ist; wenn 
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dagegen ihre Äquivalenz mit w, bzw. mit w, von verschiedener Art 
ist, werden sie untereinander, je nachdem © gerade oder ungerade 
ist, uneigentlich oder eigentlich äquivalent sein. 

Zugleich liefern die Kettenbruchentwicklungen äquivalenter Zahlen. 
©, w auch eine Substitution, durch welche die eine von ihnen in 
die andere übergeht. Aus der Formel (96) findet sich offenbar, daß 
© aus w, durch die zusammengesetzte Substitution 


SS, 
9, rl 
1:0,+0 
brüche äquivalenter Zahlen dieselbe Periode von Schlußnennern auf- 
weisen, tritt w, auch im Kettenbruche der mit w äquivalenten Zahl 
wo als Schlußnenner auf, und es ergibt sich aus ihm eine analoge 
Substitution, durch welche diese Zahl w aus w,, also auch umgekehrt 
eine Substitution, durch welche w, aus ®' hervorgeht. Durch Zu- 
sammensetzung der erstgenannten Substitution und dieser letzteren 
entsteht aber ® unmittelbar aus der ihr äquivalenten Zahl w. 

21. Übertragen wir diese Betrachtungen von den Zahlen der 
Gesamtheit 2 auf die ihnen entsprechenden Formen mit der Dis- 
kriminante D, so sehen wir an die Stelle der Perioden reduzierter 
Zahlen Perioden reduzierter Formen treten, auf welche wir noch 
einen Augenblick näher eingehen wollen. Wir nennen eine Form 
(a, b, ec) reduziert, wenn eine ihrer Wurzeln, etwa 

_—b+YD 
U 35 2q ’ 
eine reduzierte Zahl ist. Stellt man sich die reellen Werte als Punkte 
einer. Geraden dar, so wird die Lage der Wurzeln w,, w, auf derselben 


worin $, ,—= zu denken, hervorgeht. Da aber die Ketten- 








Fig. 9. 


durch nebenstehende Fig. 9 gekennzeichnet. Da nun w,, w, die 
Wurzeln der Gleichung 
ax? +bz +c=0 


‘sind, wird das Vorzeichen des Ausdrucks az?+bx-+e für die 
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einzelnen Abschnitte der unendlichen Geraden, denen der Wert von 
x entspricht, bei positivem a das oberhalb, bei negativem «a das 
unterhalb der Geraden angegebene Zeichen sein. Der x=1 ent- 
sprechende Wert 
a+b-+e 

wird daher im ersteren Falle negativ, im zweiten Falle positiv sein. 
Nehmen wir der Bestimmtheit wegen a>0 an, was ein negatives c 
zur Folge hat, da w,, ®, entgegengesetztes Vorzeichen haben, und 


machen in der Form 
h=er?”+bzy-+tey? 
die Transformation 7": 
=ety, yY, 
so geht sie über in die Form 
P=ar?+l2a+b)ey+t(atb+teüy” 
=(a,2a+b,a+b+o), 
in welcher nach der Vorbemerkung der dritte Koeffizient a+b+ce<0O 
ist; ihre erste Wurzel ist 
Ro TYD 
Fe al TER =9—1, 
also positiv, während die zweite Wurzel 
Wr, — ee! 
negativ und numerisch größer als 1 ist. Wird nun g, in der Gleichung 
= + — größer als 1 gedacht, so liegt wi" noch zur Rechten 
1 


des Punktes 1 und man schließt daher, daß die Summe der Koeffi- 
zienten der Form d. i. 
da+2b+e<O 


ist. Bei wiederholter Anwendung der Transformation 7 entsteht 
die Form 


f®—(a, 4a+b,4a+2b-+0), 


deren dritter Koeffizient noch negativ ist, während ihre erste Wurzel 
oa —= WM — 1=.w, — 2 positiv und, wenn q,>2 gedacht wird, noch 
größer als 1 ist, die zweite Wurzel «9 = w,— 2 dagegen negativ 
und numerisch größer als 1 ist. Somit wird die Summe 9a+35b-+ec 
der drei Koeffizienten noch negativ sein. So kann man fortfahren, 
solange die erste Wurzel der neuen Form noch größer als 1 bleibt, 
d. h. bis zur Form 
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(102) fP=la, 2,a+b, ga+qP-+o), 

in welcher der letzte Koeffizient noch negativ, die erste Wurzel 

@) = w, — q, nun aber kleiner als 1 ist, die Summe der drei Koeffhi- 

zienten also positiv. Die so entstandenen Formen sind nicht reduziert, 

da ihre zweite Wurzel zwar negativ, aber numerisch größer als 1 ist. 
Der bisherige Fortgang entspricht dem ersten Gliede des 

Kettenbruchs | 

(105) = K(g, 9 Ir ++ Ho) 


Machen wir nun aber der Formel + gemäß, der Sub- 


[2 . 1 * * 1 [2 
stitution wo — Ei und wenden die ihr entsprechende Transformation 
a 
m. Yy; Y Eu x 


auf die Form (102) an, so entsteht die Form 
VER (a, , bi; =gatnbter2 nat b, a), 


welche wieder reduziert ist, da ihre Wurzel w, reduziert, nämlich 
das zweite Glied der Periode (100) ist, als deren erstes &, gedacht 
worden ist. In dieser Form ist aber jetzt der erste Koeffizient a, 
negativ, der dritte c, positiv, die Verteilung der Vorzeichen in der 
‘ zugehörigen Figur also die in obiger Figur unterhalb angegebene, 
und daher die Summe der drei Koeffizienten: 


«tb ta>d. 
Wenn nun aufs neue zu wiederholten Malen die Transformation 
T angewandt wird, so entsteht dem zweiten Gliede q, des Ketten- 
bruchs (103) entsprechend eine Reihe nicht reduzierter Formen 
fı=(a , 2a #2, 0b, +6) 
fe =l(a, 4a, +b, Aa, +26 6) 


r=@, 2,9, +5, databrt 
in welchen der letzte Koeffizient noch positiv ist, während nach der 


Formel u, =q, + re die Wurzel w() der letzten zwar noch positiv, 
; | 


aber kleiner als 1, die Summe der drei Koeffizienten mithin nicht 


mehr positiv ist. Die Substitution On oder die ihr ent- 
2 
sprechende Transformation 


CU, Urn x 
verwandelt dann f}%) in die reduzierte Form 











a Dt 1 ha a ar a a ET 
DEE Le BE ERLITTEN 


ae 
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R= ab Vi, tr tr, 2, tb, 
mit der Wurzel w, (dem dritten Gliede der Periode (100)) und einem 
positiven ersten Koeffizienten a,, und man kann nun mit % fort- 
fahren, wie man mit /, begonnen hat, und erhält auf diese Weise 
die gesamte Periode 


ls hr far Ama 


der der Periode (100) entsprechenden reduzierten Formen. 


Bedenkt man, daß die Transformation =y, y=x, welche von 
f‘ zu /, führt, nur eine Vertauschung der Unbestimmten der Form 
bedeutet, so leuchtet ein, daß die wiederholte Ausführung der Trans- 
formation 7 an der Form f, dasselbe ist, wie diejenige der Trans- 
formation 7’: 

u ee: SE y 
an der Form f(%. Daher läßt sich das Ergebnis der voraufgehenden 
Betrachtung auch folgendermaßen fassen: 

Wenn auf die reduzierte Form (a, b, c), deren erster Koeffi- 
zient a positiv gedacht wird, die Transformation 7 so oft ausgeführt 
wird, als der dritte Koeffizient der entstehenden Formen noch negativ 
bleibt, dann die Transformation 7’ so oft, als der erste Koeffizient 
der dann entstehenden Formen noch positiv bleibt, dann wieder 


nach derselben Regel die Transformation 7 usw., so bilden die bei 


dem jedesmaligen Uebergange von der Transformation 7 zur Trans- 
formation 7’ und umgekehrt entstehenden Formen die Periode re- 
duzierter Formen, welcher die Form /, angehört, und die Zahlen 
90, 91,» 925 -. -, Welche angeben, wie oft die Transformationen 7, 7”, 


T,... angewandt werden müssen, die Periode des Kettenbruchs für 


die erste Wurzel der Form f. 

22. Was endlich die geometrische Deutung der Reduk- 
tion anbelangt, so ist sie für den Fall einer positiven Diskriminante 
eine wesentlich andere, wie für den. einer negativen. Doch müssen 
wir uns hier darauf beschränken, die Figur anzugeben, welche an die 
Stelle der Fig.7 für den letzteren Fall (in Nr. 17) tritt, und im 
übrigen den Leser auf F. Kleins autographierte Vorlesungshefte 
(Ausgewählte Kapitel der Zahlentheorie I) verweisen, wo er auch 
eine, von H. Hurwitz (Mathem. Annalen Bd. 45) schön entwickelte 
andere geometrische Auffassung der Reduktion quadratischer Formen 
für positive sowohl wie für negative Diskriminanten findet, welche 
in einem höheren Gebiete der Analysis von ganz besonderer Be- 
deutung ist. 


PER ER 
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tage — b-He}D : 
Setzt man in einer Zahl en der Gesamtheit 2, wo 


e— +1 gedacht ist, S—e, > — y und faßt x, y als rechtwinklige 


Koordinaten eines Punktes in einer Ebene auf (Fig. 10), so wird 





Fig. 10. 


jeder Zahl der Gesamtheit 2 ein bestimmter Punkt !der Ebene zu- 
geordnet sein, der als ihr Bildpunkt aufgefaßt werden kann. Ist nun 


DA=7E AB= 00= 75, so haben die drei Geraden OB, CA 


und die zur ersteren durch C gehende Parallele DC in laufenden 
Koordinaten «, v die drei Gleichungen: 
1 A | 1 
v=—Hu, (= —Wu—]), (= — W-+l 
7 med pe +D 
resp.; da für eine reduzierte Zahl w die Bedingungen 


DDr me 
2a 2a 





für den ihr entsprechenden Punkt x, y der Ebene also die Un- 
gleichheiten 


0<—c+yYD<1<xc-+yyYD 


- 
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bestehen, so liegt von O aus gesehen dieser Punkt einerseits links 
von OB und jenseits OA, andererseits diesseits DC, mithin in dem 
in der ‚Figur schraffierten Parallelstreifen der Ebene, und umgekehrt 
sind die Zahlen der Gesamtheit 2, welche durch Punkte dieses Streifens 
abgebildet werden, reduziert. Die Anzahl solcher Punkte ist nur 
endlich, und sie können so in Systeme zusammengestellt werden, daß 
die Punkte eines Systems durch Substitutionen der (engeren) linearen 
Gruppe ineinander übergeführt werden können, zwei Punkte ver- 
schiedener Systeme aber nicht. Jeder außerhalb des Streifens ge- 
legene Bildpunkt einer Zahl »® aber wird durch solche Substitutionen 
in die Punkte eines einzigen ganz bestimmten jener Systeme übergeführt. 
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Zweiter Abschnitt. 
Der quadratische Zahlenkörper. 


Erstes Kapitel. 


Zahlen, Moduln, Ideale des Körpers. 


1. In den letzten Nummern des vorigen Abschnittes haben wir 
das Gebiet des rationalen Zahlenkörpers überschritten und Zahlen in 
Betracht gezogen, die aus einer Irrationalität, der Quadratwurzel ‚aus 
D, auf rationale Weise gebildet sind. Es hat sich aus unseren Be- 
trachtungen ergeben, in wie innigem Zusammenhange die Eigen- 
schaften solcher Zahlen mit der Theorie der quadratischen Formen 
stehen, ein Umstand, den schon die Zerlegung dieser Formen in 
zwei irrationale Linearfaktoren oder die Einführung der Gitterzahlen 
erkennen ließ. So werden wir naturgemäß zur näheren Betrachtung 
solcher Zahlen an sich gedrängt und werden aus derselben ‘ersehen, 
daß deren Theorie den eigentlich arithmetischen Kern der Lehre von 
den quadratischen Formen ausmacht. 

Man nennt algebraische Zahl jede Zahl », welche einer al- 
gebraischen Gleichung 


(1) VRR... 40,8% +0, —0 


mit ganzzahligen Koeffizienten genügt; ist dies die Gleichung kleinsten 
Grades von dieser Beschaffenheit, welche w erfüllt, so heißt ® eine 
algebraische Zahl vom Grade n, und sie wird eine ganze 
algebraische — oder, wo kein Mißverständnis zu befürchten ist, 
kurz eine ganze Zahl dieses Grades genannt, wenn der Koeffizient 
a, der höchsten Potenz von x gleich Eins ist. 

Hiernach ist, wenn auch fernerhin unter d eine ganze Zahl 
von derselben Art wie im vorigen Abschnitte verstanden wird, 
die Zahl 
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(2) o= Ya 
eine ganze Zahl zweiten Grades, da sie der Gleichung 
(3) Rr—— dl, 


aber als irrationaler Wert keiner Gleichung ersten Grades genügt. 
Da nun jede gerade Potenz von 6, 
02h — ae 
eine ganze rationale Zahl, jede ungerade Potenz 
d2h+1 — dr.yd 


aber das Produkt einer ganzen Zahl in Yd ist, so wird jede ganze 
Funktion von d mit ganzzahligen Koeffizienten offenbar auf die Form 
r-+ s’-Yd gebracht werden können, in welcher r’, s’ ganze rationale 

Zahlen bedeuten, jede rationale Funktion von d mit ganzzahligen 
Koeffizienten also auf die Form 

r + s’YVd 

"+ sa’ 
wo auch r”, s’ ganze Zahlen bedeuten, ein Ausdruck, dem jedoch 
durch Erweiterung mit r’—s’/d die Gestalt 


(r’ + 8’ Yd)- (r" — "—s"Yd) FIR AS 8 uud ! ELBE 
Pan s"2.d. :d y" RN ds"? 
d.h. die Gestalt REN 
r+sYd 
(4) —_.— 
gegeben wird, wo nun 


pi rYr" * ds’ s”, wi y" s’ Sr rs”, zen Pag, EEE ds"? 


wieder ganze rationale Zahlen sind. Jede Zahl also, welche aus Yd 
auf rationale Weise hervorgebracht werden kann, hat die Form (4). 
Seien "+s'ya "+ syd 
] 7% ’ u 
zwei solche Zahlen; man darf voraussetzen, daß ihre Nenner gleich 
sind, da man andernfalls dies erreichen könnte, indem man die erste 
mit 7, die zweite mit ? erweiterte; sei also ? der gemeinsame Nenner. 
Dann sieht man ohne weiteres, daß Summe und Differenz beider 
Zahlen wieder eine Zahl derselben Gestalt ist; desgleichen ihr Produkt 


a le 3 AL ‚ y" +ds:. un "tr'siyd. 
t t 


Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 10 
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endlich kann aber auch ihr Quotient 


r + s Ya 

r" +s"Yd 
wie vorher gezeigt, auf dieselbe Gestalt gebracht werden. Die Ge- 
samtheit der Zahlen, welche auf rationale Weise aus Yd entstehen, 
hat also die Eigenschaft, daß Summe, Differenz, Produkt und Quotient 
von je zwei ihrer Zahlen, gleichviel ob diese identisch oder ver- 
schieden sind, wieder eine Zahl derselben Gesamtheit ist, d. h. sie 
ist ein Zahlenkörper. Wir bezeichnen diesen durch das Zeichen 
K(Yd) oder kürzer durch S und nennen ihn, da die ihn erzeugende 
Zahl Yd, wie bemerkt, eine algebraische Zahl zweiten Grades ist, 
ebenfalls einen Körper vom zweiten Grade oder einen qua- 
dratischen Zahlenkörper. 

2. Dieser Körper 8 enthält den rationalen Zahlenkörper gt, denn 
alle rationalen Zahlen gehen aus (4) hervor, wenn s=0 gedacht 
wird. Alle übrigen Zahlen in $t aber sind algebraische Zahlen 
zweiten Grades. Setzt man nämlich 


_Ir+syd 
Senn 








so folgt (do—r)?—= ds? oder 
(5) 202 —2trw + r—d®?—0, 


mithin ist ® Wurzel einer ganzzahligen quadratischen Gleichung, und 
da w nur rational sein kann, wenn s—0, ist anderenfalls diese. 
Gleichung auch die niedrigste ganzzahlige Gleichung, der w genügt. 
Nennt man die Zahl 
; r—sVd 
W = Fe , 

welche aus durch Veränderung des Vorzeichens von Yd entsteht, 
d.h. die zweite Wurzel der Gleichung (5) diezu ® konjugierte 
Zahl, so ist auch diese eine Zahl des Körpers 8. Das Produkt 
der beiden konjugierten Zahlen wo, w heißt die Norm 
jeder von ihnen, in Zeichen: 


(6) N (wo) = N(w) = ww; 
sie ist stets eine rationale Zahl; in der Tat ist das Produkt der 
r?—ds? 





beiden Wurzeln der Gleichung (5) gleich — m Die zu einer 


rationalen Zahl = konjugierte Zahl ist offenbar ihr selbst gleich und 


demnach ihre Norm gleich ihrem Quadrate. 
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Wir nennen Zahlen w, ®;, @,,.... des Körpers 8 unabhängig 

voneinander, wenn eine Gleichung 
eo, 0, +9 Ww-+t...=(0, | 
in welcher die Koeffizienten eo, 0,, 0%, ... rational gedacht sind, 
nicht anders bestehen kann, als wenn diese Koeffizienten sämtlich 
Null sind. Damit zwei Zahlen 
N NLA 
: t 

deren Nenner gleich gedacht werden dürfen, unabhängig voneinander 


sind, ist notwendig und hinreichend, daß r,s; — r, sı von Null ver- 
schieden ist. In der Tat ist dies hinreichend, denn die Gleichung 


(7) tem; —0, 
d. h. die beiden Gleichungen 
an teoen=0, a tan —0, 
aus denen sich 
NH — ns) = und NS —rS5)%,—=0 


ergeben, können für nichtverschwindende o,, 0, nur bestehen, wenn 
155 —TY3 sı =0 ist. Es ist aber auch notwendig, denn, ist im Gegen- 
teil nr 8 —r 5 =0, d.h. r, »=r;,s,, so schließt man, wenn z, den 
größten gemeinsamen Teiler von 7,, s, bezeichnet, so dd nn =rr, 
s =r,sundr, s teilerfremd sind, die Gleichungen , =Tsr, g=%sS, 
wo 7, eine ganze Zahl bezeichnet, mithin 

wenn = gedacht wird, und somit besteht die Gleichung (7) 
für die nichtverschwindenden Werte , = r,,, =— 7. 

Hieraus folgt sogleich, daß je drei Zahlen in &: 


ee „ooeale, „ara 


r+syd 
t 


die wir wieder mit gleichem Nenner schreiben, stets voneinander ab- 
hängig sind. In der Tat wird die Gleichung 


eo +, em —=0, 


falls ©,, w, voneinander abhängig sind, durch e=0 und nichtver- 
schwindende Werte von o,, 0, erfüllt; sind dagegen w,,w, Von- 
10* 
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einander unabhängig, so können rationale Zahlen o,, 0, so gewählt 
werden, daß 
0= 1 TR 


wird, d. h. daß die Gleichungen 


r-antQen, s=aı4 t%% 
befriedigt werden, denn die Determinante r, s, — r, s; dieser Gleichungen 
ist dann verschieden von Null. So ist der wichtige Satz festgestellt: 
Sind ®,, @; irgend zwei voneinander unabhängige Zahlen in S, 
so kann jede Zahl w dieses Körpers in der Eorm 


(8) 0 0, w, + 0 @ 
mit rationalen Koeffizienten 0, , 0, dargestellt werden. Auch ist solche 
Darstellung eine völlig eindeutige; denn, wäre auch 

00T 08, 
so folgte 

(o, ro 07) 0, re (0, > 05) u, — 0, 

da aber ®,, ®, unabhängig sind, müßten 0, —=(_,, 02,0, sein. Man 
nennt in Anbetracht dieses Satzes je zwei unabhängige Zahlen w,, & 
des Körpers $ eine Basis des Körpers. 


Die ursprüngliche Darstellung (4) ist nur ein spezieller Fall 
dieses Ergebnisses, denn, weil eine Gleichung 


1-0, + 9.Yd —0 
mit rationalen, nichtverschwindenden o,, 0 unmöglich ist, sind 1, 


Yd zwei unabhängige Zahlen in & und jede Zahl » des Körpers hat 
die Gestalt 


7: Ss EI 
ee ld. 


Hiernach kann die Basis des Körpers St sehr verschieden ge- 
wählt werden, doch ist die Beziehung zwischen den verschiedenen 
Basen sehr einfach. Sind nämlich wieder ®,, w, eine solche und 


(9) sun treEY, eu tum 

zwei von Null verschiedene Zahlen in $, so werden auch &,, &, eine 
Basis des Körpers $t sein oder nicht, je nachdem die Determinante 
0,75 — 0,r, von Null verschieden oder gleich Null ist. Denn aus (9) 
folgen die Gleichungen 

| (,. —,7,0 =, —%5; 


(1, - 5,7), =—ı,4, +95; 


(10) 
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ist nun 0, u — 0,T, —=(0, so besteht zwischen &,, &, eine lineare Be- 
ziehung mit nichtverschwindenden Koeffizienten und somit bilden 
sie keine Basis des Körpers; hingegen sind sie eine solche, wenn 
0, T,—0,r, von Null verschieden ist, denn dann nehmen durch 
Division mit o, — 0, r, die Gleichungen (10) die Gestalt an: 


1,5, tr: Verurtrne 
mit rationalen Koeffizienten, und jede Zahl »® des Körpers kann, weil 
in der Gestalt @= 0, ®, + 0, w, darstellbar, auch durch die Formel 
ot) tar) 
mit rationalen Koeffizienten dargestellt werden. 


Man kommt von hier auf die oben gegebene Bedingung für zwei 
unabhängige Zahlen, ®,, , wieder zurück, wenn man von der be- 


sonderen Basis 1, Yd ausgeht. 


Sind nun u F 
ns Yd _n+sYd 
t t 
eine Basis von S, so sind es die konjugierten Zahlen 
‚_n—a)d ‚_n—sVd 
De UTTRTEFTTEE 


jener Bedingung gemäß ersichtlich auch. Aus diesen Formeln folgt 


u, 0, — 0,0, = A E: : s) ld 
mithin 
4 (vr Sg — 3 Sı)?.d 
t ! 
Der so gebildete Ausdruck heiße die Diskriminante der 
Basis w,, ®, und werde mit /(w,, ,) bezeichnet; sie ist stets eine 
rationale Zahl. 


(11) (w, ©, — wo, 0? — 





3. Wir richten nun unsere Aufmerksamkeit insbesondere auf die 
(algebraisch) ganzen Zahlen des Körpers 8. Um sie aus demselben 
auszusondern, hat man zu untersuchen, wann für eine Zahl 


4) syd 
(12) | Rs Serge 


die Gleichung (5), der sie genügt, nachdem man dieselbe mit dem 
Koeffizienten der höchsten Potenz dividiert, sie also in der Form 
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7 r?— ds? 
2 —2— 0 + —— —=0 
t ZB 2? 


geschrieben hat, ganzzahlige Koeffizienten besitzt. Hierbei darf man 
r, s, t ohne gemeinsamen Teiler voraussetzen, da ein solcher, wenn 
er vorhanden wäre, durch Heben aus (12) beseitigt werden könnte; 





auch kann man ?{>0 denken, weil dies andernfalls durch Multiplikation 


von Zähler und Nenner mit —1 in (12) erreicht werden kann. 
Sollen dann 


IN r? — ds? 
(13) Pine TEE) 


ganze Zahlen sein, so sind zwei Fälle möglich. Entweder ist? 


ungerade; dann muß 2, also der zweiten Gleichung zufolge auch 
2 

= und, da d nach der Voraussetzung keinen quadratischen Teiler 

hat, auch - eine ganze Zahl sein, r und s wären daher teilbar durch 2; 

da aber vr, s, t ohne gemeinsamen Teiler gedacht sind, müßte =1 

sein. Denncch nimmt in diesem Falle die ganze Zahl (12) des 

Körpers die Gestalt an a 


(14) o=r+syd 
mit ganzzahligen Koeffizienten. 
Oder t ist gerade —=27r; dann müßte — — und zufolge der zweiten 


der Gleichungen (13), die man in der Gestalt 
| — ds? 


T? 


O8? > i 
schreiben kann, auch a; eine ganze Zahl sein, woraus, wie Zuvor, 


t—=1 also i=2 erschlossen wird. Hiernach wäre r? — ds?=4g oder 
(15) r’=ds? (mod. 4); 


diese Kongruenz ist aber unmöglich, wenn d=2, 3 (mod. 4), es sei 
denn, daß r, s beide gerade genommen werden, was jedoch nicht 
erlaubt ist, da r, s, { ohne gemeinsamen Teiler vorausgesetzt sind. 
In diesem Falle haben demnach sämtliche ganze Zahlen in S die 
Form (14). Ist dagegen d=1 (mod.4), so kann die Kongruenz (15) 
auch noch gelöst werden durch gleichzeitig ungerade r, s und es 
gibt daher in letzterem Falle außer den Zahlen von der Form (13 
auch noch ganze Zahlen des Körpers von der Form 


De ER EN Fr a Pre ET ae u N En N EN 
a er ER: EA ES 2 FE > hr r ar “7 \ 
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(16) B m 


worin r, s ungerade gedacht sind. Da aus der letzteren Form aber 
die Zahlen von der Form (14) hervorgehen, wenn r, s beide gerade 
gedacht werden, so kann man auch sagen: im Falle d=1 (mod. 4) 
sind sämtliche ganze Zahlen in Sl von der Form (16), wenn darin 
r, s als gleichartige Zahlen, d.h. r=s (mod. 2) gedacht werden. 
Daß umgekehrt jede Zahl von der Form (14) resp. (16) eine 
ganze Zahl in S£ vorstellt, leuchtet unmittelbar daraus ein, daß sie 


. der Gleichung 


w—2ro+r?— d?—=0 
resp. 


TR 2 
w — ro ae = ———( 


genügt, in deren letzter für d=]1 a 4) und r=s(mod.2) der 
2 


ie A 
Ausdruck = einen ganzzahligen Wert hat. 


Schreibt man noch in (16) r=2u-+s, so nimmt diese Formel 
die Gestalt an 


(16a) aut she, 


worin «, s jeden ganzzahligen Wert bedeuten. | 
Erinnern wir uns nun des Begriffs eines Zahlenmoduls, so dürfen 
wir dem Ergebnisse der Untersuchung folgenden Ausdruck geben: 
Die Gesamtheit aller ganzen Zahlen des quadrati- 
schen Körpers $, die wir stets durch das Zeichen g 
andeuten werden, istim Falle d=2, 3 (mod. 4) identisch 
mit dem Zahlenmodul 


(17) 9=[1, Ya], 
dagegen im Falle d=1 (mod.4) identisch mit dem 
Zahlenmodul 


2]; 1H Ya]. 
: n rt = 1+Yd 
in beiden Fällen sind die Basiszahlen 1, Yd bzw. 1, — 5 selbst 


ganze Zahlen des Körpers. 


Beide Fälle kann man A En zusammen- 
fassen: Sei wieder, wie bei den quadratischen Formen, 
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(19) | EI wenn d=1 (mod.4), 


D=4d, wenn d=2,3 (mod.4); 
dann läßt sich sowohl der Modul (17) wie (18) durch den folgenden: 


(20) = |i, nz al 


ersetzen. In der Tat geht der Ausdruck 
D+yD 
ETI To ' 


BEILE 





dur) 











No y=s 


gesetzt wird, und für D=4d in den anderen: r+syd durch die 
Substitution + 2dy=r, y=s. 
D+YD 

2 
des Moduls bilden, und deren zweite auch eine ganze Zahl des 
d+Yyd 

2 
2d+yd, d.h. von der diesen Fällen entsprechenden Form (16) 
bzw. (14) ist, findet sich der Wert 

een se- 
2 2 

Diese Zahl D wird hinfort, weil für die ganze Theorie von größter 
Wichtigkeit, als Grundzahl des Körpers $ oder auch als Dis- 
kriminante des Moduls g, in Zeichen: 





Für die Diskriminante der Zahlen 1, ‚ welche die Basis 


Körpers ist, da sie je nach den beiden Fällen gleich oder 








(21) A()=D 

bezeichnet werden. Auch schreiben wir zur Abkürzung 
(22) 2 = ID_g 

und daher 

(23) = 11, 0]. 


4. Hieran knüpfen wir zunächst ein paar einfache Bemerkungen. 
Zunächst leuchtet ein, daß jede algebraisch ganze Zahl w des 
Körpers, wenn sie rational ist, sogar eine ganze rationale Zahl sein 
wird. Denn, ist sie von der Form (14), so wird, da s=0 E% muß, 


w==r; wenn sie aber von der Form (16) ist, so wird « =-—., da je- 


= 
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doch r=s=0 (mod.2) d. i. eine gerade Zahl ist, so ist auch in 
diesem Falle « einer ganzen rationalen Zahl gleich. 

Ferner zeigt sich ebenso leicht, daß Summe, Differenz und Pro- 
dukt zweier ganzer Zahlen w,, w, des Körpers wieder eine solche 
Zahl ist. Handelt es sich um zwei Zahlen 

3, =nH+sitYd, 9—=r+351)d 
von der Form (14), so ist dies aus den Formeln 
03 tr0,= (ı&r) +(&+8) ya a 
eig enntdss) trat nr Sı) yd 
offenbar. Sind aber die Zahlen 
Karg + 5ı Yd _rnrHt+sYd 
2 2 
von der Form (16), in welchem Falle d=40d-+1 gesetzt werden 
darf, unter d eine ganze Zahl verstanden, so ist 


NR Pertt (gr) Yd 
Die: 2 I 


(9, 5 


etw 


wen trnr=s +s, (mod. 2), weln =s, R =s, (mod. 2) voraus- 
zusetzen ist; ferner ist 
r+syd 
FA een er zn 
wo, wwnın ns, +2uW, nr =s-+2u, gesetzt wird, 
YY, + dsı 5 
DES ru pe 
en NS -+ 1385 


= tus +%ıL +20, 8 +2u% 


= tus +WSı, 


also wieder r=s (mod. 2) ist. 


.Bemerken wir endlich, daß jede nicht ganze Zahl des Körpers 
als Quotient zweier ganzer Zahlen desselben darstellbar ist. Dies 
leuchtet für jede rationale Zahl des Körpers ein; jede andere Zahl 
a desselben aber ist Wurzel einer quadratischen Gleichung (5), also 
ist &=ta Wurzel der ganzzahligen Gleichung 


2 —2rt-+r? —d?=0, 
deren höchster Koeffizient 1 ist, somit eine ganze algebraische Zahl 


des Körpers, und 0 ist der Quotient zweier solcher, deren 


wenn 
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Nenner ? zudem, wie man sieht, als rationale ganze Zahl gedacht 
werden kann. 

Man erkennt bis auf die verschiedene Bezeichnung in den Zahlen 
r+s)d des Moduls (17) die Gitterzahlen (62a) vorigen Kapitels, in 


den Zahlen u a des Moduls (18) die Gitterzahlen (61a) 


wieder, welche den Hauptformen mit der Diskriminante D=4d resp. 
D==d zugehörten. Die ganzen Zahlen des quadratischen Körpers 
mit der Grundzahl D sind also nichts anderes als diese der Haupt- 
form mit der Diskriminante D zugehörigen Gitterzahlen. Die Norm 
einer solchen Zahl w ist im ersteren Falle | 


N (w)= ww = (r + sd) rare ds?, 
im anderen Falle i 


No. [u +5 + Sya) ( +3 51a) 


=y2us-+ N 








d. i. darstellbar durch die entsprechende Hauptform. Umgekehrt ist 
jede durch diese Hauptform darstellbare rationale ganze Zahl m die 
Norm einer ganzen Zahl des quadratischen Körpers, denn aus den 
Gleichungen 

1 
4 


folgt durch Zerlegung der Form in ihre irrationalen Faktoren sogleich 


d 





m=r—ds® resp. m=uw-tus+ 52 


M—W+U', 


| 


1+J 
2 

gesetzt wird. Somit ist die Gesamtheit der durch die Hauptform 
darstellbaren rationalen ganzen Zahlen identisch mit der Gesamtheit 
der Zahlen, welche Norm einer ganzen Zahl des Körpers sein können, 
und es tritt auf solche Weise sogleich eine enge Zuordnung zwischen 
den Zahlen der Gesamtheit g und der gedachten Hauptform zutage. 

d. Die Gesamtheit g ist aber nicht der einzige im Körper & ent- 
haltene Zahlenmodul, in welchem sich im Gegenteil unendlich viel 
solcher Moduln finden. Denn z. B. entspricht jeder bestimmten Zahl 
wo des Körpers ein in ihm enthaltener Modul [wo], d. i. die Gesamt- 
heit aller Zahlen &-w, wenn x alle rationalen ganzen Zahlen bedeutet. 





a=r+syd ep. «=u+ gt slda=u +8 











1. Kap. Zahlen, Moduln, Ideale des Körpers Nr. 5. 155 


Desgleichen enthält , wenn ®,, w, zwei voneinander unabhängige 
Zahlen des Körpers bezeichnen, den ganzen Modul [o,, «,], nämlich 
alle Zahlen von der Form x, w, + % w, für ganzzahlige x,, x,. Ein 
Modul der letzteren Art soll zum Unterschiede von denen der ersteren 
ein zweigliedriger Modul und w,,w, seine Basis heißen; 
diese Basis ist stets auch zugleich eine Basis des Körpers. Sind ins- 
besondere «;, w,; ganze Zahlen des Körpers, d. h. Zahlen in g, so 
sind nach der zweiten Bemerkung voriger Nummer auch alle Zahlen 
des Moduls [w,, ®;] solche Zahlen, der gesamte Modul also nur ein 
Teil des Moduls 9. 

Da auf die Eigenschaften derartiger Moduln die ganze Theorie 
des Körpers 8 sich begründet, müssen wir die wesentlichsten derselben 
gleich im voraus besprechen. Sei 


(24) | m [«,,®s] 


ein zweigliedriger Modul ganzer Zahlen des Körpers und $,, & irgend 
zwei in ihm enthaltene Zahlen, so bestehen zwei Gleichungen 


(25) &=awu, +bw,, ,—=co, +do, 

mit ganzzahligen Koeffizienten a, b, c, d. Daraus folgt 

26) (ad— be)-w—=d&, —bE,, (ad—be),-w—=—e&, +05. 
Demnach sind, wenn 

(27) ad—be=+1 


ist, auch umgekehrt ®,, w, und folglich auch alle Zahlen wo —=x; « 
+ x, w, des Moduls m linear durch &,, &, mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten darstellbar, d. h. Zahlen des Moduls [&,, $], und da auch 
jede Zahl des letzteren zugleich mit &,, &, in m enthalten sein muß, 
so ergibt sich die Gleichheit der Moduln [o,, ®,] und [&,, 5] (vgl. 
Kap. 4, Nr. 1). — Die hierfür ausreichende Bedingung (27) ist zudem 
aber auch dafür notwendig; denn, sollen diese Moduln identisch sein, 
so muß der Ausdruck &, ©, +%,®, für jedes ganzzahlige Wertsystem 
%, %, dem Ausdrucke y, 5, + %,5,, d. i. dem Ausdrucke 


(ay, tey)o+by,rdy)®, 
für ein entsprechendes ganzzahliges Wertsystem %,, %, gleich sein, 
und umgekehrt, d. h. die Gleichungen 

may Tey y—byrdy 


müssen für ganzzahlige x,, x, auch ganzzahlige %,, y, ergeben, und 
umgekehrt, was nach Kap. 4, Nr. 1 des vorigen Abschnitts nur dann 
geschieht, wenn add—be=+1 ist. Wir haben also folgenden 


in u | r A .. 
- ID 

ar Ar 

\ Se 

« N s: 
wr 

Eh 
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Satz: Zwei zweigliedrige Modulnin g: 
en 251; [o, , os] 


sind dann und nur dann miteinander identisch, wenn 
zwischen ihren Basen Gleichungen bestehen von der 
Form (25), in denen a, b, c,d ganze rationale, der Be- 
dingung (27) genügende Zahlen bezeichnen. 

Oder auch: Aus einer Basis w,, w, des zweigliedrigen 
Moduls m erhält man jede andere Basis desselben ver- 
mittels der Gleichungen (25), wenn darin für a, b,c,d 
sämtliche der Bedingung.(27) genügende ganze Zahlen 
gesetzt werden. 

Denkt man in die Gleichungen (25) die Werte von $,, &,, &%, ® 
eingesetzt, so müssen sie bestehen bleiben, wenn das Vorzeichen der 
in den letzteren auftretenden Irrationalität /Yd verändert wird; mit 
anderen Worten: zwischen den zu jenen Zahlen konjugierten Zahlen 
&, 55, ©, «, bestehen die völlig entsprechenden Gleichungen 
(25) Kanu +6, S=eo, +tda;. 

Daraus aber erschließt man nach einfacher Berechnung die Beziehung 
EEE —EH=ld— bl, 0, — a), 
aus welcher unter Voraussetzung der Gleichung (27) diese andere 
5,55 - = rw, m, —- w,w;) 

und folglich durch Quadrierung der Gleichung 

A(&,; 5)= I (cı, &5) 
hervorgeht. Die Diskriminante der Basis eines zweigliedrigen Moduls 
m in q ist somit eine von der besonderen Wahl dieser Basis unab- 
hängige, nur durch den Modul selbst bestimmte Zahl und soll deshalb 
die Diskriminante des Moduls genannt und kurz mit 4/(m) 
bezeichnet werden. Sie ist stets eine ganze rationale Zahl; 
denn einerseits ist sie (nach Nr. 2) rational, andererseits als eine 
aus den ganzen algebraischen Zahlen «,, ®,, a‘, ®, nur durch 
Addition oder Subtraktion und Multiplikation gebildete Zahl (nach 
Nr. 4) eine ganze algebraische, daher auch eine ganze 
rationale Zahl. 

6. Der Modul g=[1, 0] aller ganzen Zahlen des Körpers ist 
ein zweigliedriger Modul mit der Basis 1, 0, dessen sämtliche andere 
Basen y,, y; dem Vorigen zufolge durch die Formeln 


(28) „=“e+Pf0, %=Y7+90 
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erhalten werden, wenn «, ß, y, d ganze Zahlen sind, welche der Be- 
dingung e&® —yd= +1 Genüge leisten; man kann daher dann auch 
schreiben 
(29) N BER Yo] . 
Für die Diskriminante 
Ad vr Y,) —4d (1 D 6) — (0 — 0)? 
fanden wir bereits in (21) den Wert 
(30) = 0 A@W-D, 
d. i. gleich der Grundzahl des Körpers. 

Es soll nun gezeigt werden, daß auch jeder in g enthaltene 
Modul m, welcher zwei unabhängige Zahlen w,, w, enthält, ein zwei- 
gliedriger Modul ist. Die Zahlen ®,, w, können als unabhängige 
ganze Zahlen des Körpers in der Form 


o,=ay,tby, ,=cy)tdY 
geschrieben werden, worin a, b, c, d ganze Zahlen sind, für welche 
der Ausdruck /=ad—.bec nicht verschwindet (Nr. 2). Hierbei darf 
A positiv gedacht werden, da andernfalls dies erreicht würde, wenn 
man w, durch —«., ersetzte, d. h. c, d mit entgegengesetztem Vor- 


zeichen nähme, was erlaubt ist, da w,, — w, ebensogut wie w,, ®, 
unabhängige Zahlen sind. Daraus folgt 
Ay=dıua,— bo, JIy,=—c9,+t0u;; 


Ay, 4Y, Sind also zugleich mit &,, «, Zahlen des Moduls m. Nun 
sind alle Zahlen dieses Moduls als ganze Zahlen des Körpers von 
der Form 


| %Yı T %glo 
und unter ihnen gibt es solche, bei denen z, positiv ist, z. B. die 


Zahl 4y,, also auch solche, bei denen %, einen kleinsten positiven 
Wert hat; eine solche Zahl sei 


& a Iy, +n Ya: 

Ferner gibt es in m auch Zahlen von der Form x, Y, mit posi- 

tivem %,, z. B. die Zahl 4y,; sei 
5, =my, 

diejenige von ihnen, wo x, den kleinsten positiven Wert m hat. Es 
wird behauptet, daß diese Zahlen 
(31) Emmy; &,—=ly, Ares 
welche unabhängig sind, da die Determinante der Gleichungen gleich 
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m:n, also von Null verschieden ist, eine Basis von m bilden. Setzt 
man nämlich in der Zahl 


: «= 49% 
dieses Moduls 
= pNTr, 4 pI=q,m+tr,; 
worin 
(32) Er Em, I<ZR<eN 
gedacht wird, so findet sich 


ü — rn her aerdre 


da nun «, $,, &, Zahlen in m sind, so ist auch 7,9, +r,y, eine 
solche Zahl, wegen r,<n und nach der Bedeutung von n ergibt sich 
deshalb »,—0, und da dann die Zahl gleich r,y, wird, muß wegen 
rR,<m und nach der Bedeutung von m auch r, =0 sein. Demnach 
hat jede Zahl « des Moduls m die Form 


a5 +4,50 


d. h. sie ist enthalten im Modul [£,, &,], und da umgekehrt jede 
Zahl des letzteren zugleich mit &,, 5, eine Zahl des Moduls m ist, 
sind beide Moduln identisch: 


n— ER Ss]; 

d. h. die beiden unabhängigen Zahlen Z,, &, sind eine Basis von m 
und somit m ein zweigliedriger Modul, w. z. b. w. 

Für irgendeine andere Basis [,, {, desselben Moduls bestehen 
Gleichungen von der Form 

LD=abtbE, Geecä+tds, 
mit der Bedingung ad—be= +1; durch Substitution der Werte 
(31) für &,, 5, gehen ‚sie über in die folgenden: 
,=lam+b)y, +bny, G=lem+d) ran. 
Schreibt man dafür einfacher 


(33) L=ay #By,, ,=yYy, +0 
so findet man die Beziehung 
(34) ad — By=lad— be) mn=Htmn. 


‘. Sei jetzt | 
= T%g9 
irgendeine Zahl in g; man erhält dann wieder 


NY TRY US 005 
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und folglich ist die Differenz « — (r, Y, + r,,) eine Zahl des Moduls m. 
Nun führen wir eine wichtige Verallgemeinerung 
des Kongruenzbegriffes ein. Erinnern wir uns, daß zwei 
rationale ganze Zahlen a, 5 kongruent genannt wurden (mod. m), 


‚wenn ihre Differenz durch m» teilbar oder eine Zahl des Moduls [m] 


war. In gleicher Weise sollen fortan zwei ganze Zahlen «,, w, des 

Körpers 8 kongruent heißen in bezug auf einen Modul m, in Zeichen: 
a«,=o, (mod.m), 

wenn ihre Differenz eine Zahl dieses Moduls ist. 

Hiernach dürfen wir unser Ergebnis dahin u ebrannt: daß wir 
sagen: 

Jede ganze Zahl des Körpers ist in bezug auf den Modul m der 
vorigen Nummer einer Zahl »,y,+r,/, Kongruent, in welcher r,, r, 
durch die Ungleichheiten (32) beschränkt sind. Es leuchtet aber 
wieder ein, daß zwei ganze Zahlen, welche derselben dritten ganzen Zahl 
kongruent sind, es auch untereinander sein werden; man kann also 
auch hier alle ganzen Zahlen des Körpers in Klassen (mod. m) kon- 
gruenter Zahlen verteilen, indem man alle mit derselben Zahl 
r,YıTt r3/, (mod. m) kongruenten Zahlen in eine Klasse vereinigt; 
daher wird die Anzahl dieser Klassen so groß sein, wie die Anzahl 
der nichtkongruenten Zahlen dieser Art. Nun können aber zwei 
nichtidentische Zahlen dieser Art: | 


(35) | nYıt trade 5 Den; 


einander nicht kongruent sein, denn wäre etwa r,>r,, so müßte 
dann die Differenz 


(7 TER 7) Yı as m D r,) Ya 


dem Modul m angehören, was, da »;—r,) eine nichtnegative Zahl 
<n wäre, nur sein kann, wenn r,=r}, die Differenz also gleich 
(r, —r,)yY, wäre, diese aber könnte wieder nur dann dem Modul m 
angehören, wenn es auch die entgegengesetzte Zahl (r, — r,)y, täte, 
und da in einer von beiden der Koeffizient von y, nicht negativ und 
<m wäre, müßte auch », =r/, die Zahlen (35) also identisch sein. 
Aus diesem Umstande ist zu schließen, daß die Anzahl von 
Klassen (mod. m) kongruenter Zahlen, in welche sich die Zahlen der 
Gesamtheit g verteilen, genau so groß ist, wie die Anzahl der Zahlen 
r,Yı Tra72, d. h. so groß, wie die Anzahl der Kombinationen aus 
den zulässigen Werten von r, und r,, also zufolge der Ungleichheiten 
(32) gleich m-n. Wir nennen diese Anzahl von Klassen 


ee ce, 
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die Norm des Moduls m und bezeichnen sie mit IX (m). 

Die Zahlen »,7,+ 737, dürfen als Repräsentanten der Klassen an- 

gesehen oder auch als ein vollständiges Restsystem der ganzen 

Zahlen des Körpers (mod. m) bezeichnet werden. Ist insbesondere 

m= g, so ergibt sich der Definition der Norm zufolge offenbar 
Ky—1. 

Beachtet man die Gleichung (34) voriger Nummer, so kann man 
das erhaltene Resultat auch in folgenden Satz fassen: 

Ist m=[{,,&] ein zweigliedriger Modul ganzer 
Zahlen des Körpers und sind seine Basiszahlen durch 
die Basiszahlen y,, y, des Moduls g mittels der Formeln 
(33) bestimmt, so ist die Anzahl der Klassen (mod.m) 
kongruenter Zahlen, in welche sich die sämtlichen 
ganzen Zahlen des Körpers verteilen, oder die An- 
zahl der Glieder eines vollständigen Restsystems 
(mod. m) 

(86) X m)=L+r(ad— By). 
Aus den Formeln (33) findet man ferner 
15-5 PY) Hr NN) 
mithin durch Quadrierung 
AS, L)=(ed —Bpy:4A, Y.) 


I (m) = (ad — Py)’-4 (9). 

Mit Rücksicht auf (30) und (36) liefert diese Formel die wichtige 
Beziehung: 
(37) Am)=NW%(m)’-D. | 

8. Haben wir im vorigen die Basis y,, y, von g beliebig gedacht, 
so wollen wir nunmehr im besonderen die Basis 1, @ dafür wählen. 
Dann erhält nach (31) der Modul m eine Basis &, =m, &,=!+n6, 
so daß 


oder 


m—=[m,2+n6] 
gesetzt werden kann. Führen wir nun die Zahl 


I+n0 
ee er gern 
m 
ein, so läßt sich noch einfacher schreiben 
(38) m=m![1,o], 


Da nun «a eine irrationale Zahl des Körpers $ bedeutet, ist sie 
Wurzel einer quadratischen Gleichung 
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(39) a” +bx+c=0 

mit ganzzahligen Koeffizienten, deren erster positiv und welche zu- 
sammen ohne gemeinsamen Teiler gedacht werden dürfen. Somit 
bestehen die Beziehungen 


aa t+bvotc—=0 


- Se e 
’ + w = —, en 
(40) | a a 
Du == a 2 , 
wenn 
(41) b—4ac=A 


gesetzt wird. Hiernach ist 
Ä (av) +b-(aw)tac=0, 
mithin aw eine ganze algebraische Zahl des Körpers, so daß mit 


ganzzahligen Ah, k 
(42) au=h-+k0 


gesetzt und dabei %k positiv angenommen werden kann, da man andern- 
falls dies erreichen würde, wenn man, was erlaubt ist, da 


ct+ay=2—0(-) 
gesetzt werden kann, also [1, w]J=[1, —«] ist, im Modul (38) die 


Basiszahl « durch —o ersetzte. Die Vergleichung von (42) mit der 
dritten der Formeln (40) ergibt dann mit Rücksicht auf den Wert 


— ee die Beziehung 
(43) = = 12: 


Nun ist mit dem Modul m ein anderer Modul o enge verbunden, 
den wir die Ordnung von m nennen wollen. Suchen wir die Ge- 
samtheit o aller Zahlen « von der Eigenschaft, daß jedes Produkt 
@y aus @ und einer Zahl y des Moduls m wieder diesem Modul 
‚angehöre. Solche Zahlen gibt es, da z. B. für jede rationale ganze 
Zahl r der Definition eines Zahlenmoduls entsprechend zugleich mit 
y auch das Produkt r-y in m enthalten ist; auch leuchtet ein, daß 
sie einen Modul bilden, denn, sind «@, a zwei solche Zahlen, daß 
jedes der Produkte @y, @y in m enthalten ist, so sind es auch 
(@+0)y, d.h. mit «, « zugleich gehören auch « + o’ der Gesamtheit 
po an. Offenbar sind nun die gesuchten Zahlen « dieselben wie die- 


Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 11 
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jenigen, für welche jedes Produkt «y aus « und einer Zahl y des. 
einfacheren Moduls [1, ®] diesem letzteren Modul angehört. Soll « 
eine solche Zahl sein, so müssen vor allem die Produkte «-1 und 
«-© dem Modul [1, w] angehören, mithin erstich «=x-+yw sein, 
während x, y ganze rationale Zahlen bezeichnen; zweitens ist dann 


by cY 
_ re 
a W Ch E )e e£ 


damit also auch &« eine Zahl jenes Moduls sei, müssen ı = 


ganze Zahlen, also by, cy durch a teilbar sein, was y durch «a teil- 
bar erfordert, da a, 5b, ce ohne gemeinsamen Teiler sind. Setzt man 
demgemäß y=ax, so muß jede Zahl « der gedachten Art die Form 
(44) a=c+x-aw 


haben. Aber jede Zahl dieser Form ist auch wirklich eine der ge- 
suchten, denn, bedeutet „=w-+vw irgendeine Zahl des Moduls 
Il, «], so findet sich 


ay=(c+xau)(u+va)=zu+kua+zv)ae tzavu? 


—= (cu—cxv) +tazutrrv—brv)u, 


d. h. @y ist eine Zahl in [1, «J. Die Gesamtheit o ist also die Ge- 
samtheit aller Zahlen von der Form (44), d. h. der Modul 


(45) el 
Schreibt man aber (44) mit Beachtung von (42) in der Form 
a=(c+h2)+k20 


und bedenkt, daß + hz, x ebensogut wie x, x selbst jedes Paar 
ganzer Zahlen ausmachen, so darf man die Ordnung von m auch 
durch folgende Gleichung definieren: 


(46) 0-—115%0]: 
Hieraus folgen noch die Gleichungen | 

(47) | A()=K2.-A(g)=k2.D, 
mithin aus (43) und (37) 

(48) ZEN ENE 


Aus diesen Beziehungen ist zu entnehmen, daß jede Ordnung 
eines zweigliedrigen Moduls m ganzer Zahlen des Körpers ebenfalls 
ein solcher Modul ist, welcher zudem mit der Einheit zugleich alle 
rationalen ganzen Zahlen enthält. Diese Eigenschaft ist, wie 











1. Kap. Zahlen, Moduln, Ideale des Körpers Nr. 9. 163 


man leicht erkennt, für die Ordnungen eines qua- 
dratischen Körpers*) charakteristisch. In der Tat ist 
jeder Modul desselben von der angegebenen Beschaffenheit die 
Ordnung eines Moduls, nämlich jedenfalls seine eigene. Denn, setzt 
man ihn in die allgemeine Form »-[1, «], so muß m als die offen- 
bar kleinste. in ihm enthaltene positive ganze Zahl gleich 1, der 
Modul also von der Form [1, ®] und daher » eine ganze Zahl des 
Körpers, d. i. Wurzel einer gänzzahligen Gleichung 

®+bua +c=0 
sein, aus welcher 

= —c—bau 

als eine im Modul [1, «] enthaltene Zahl hervorgeht. Oben ist aber 
gezeigt, daß die Zahlen der Ordnung unseres Moduls |1, ®] notwendig 
die Form 2 + yw haben, also diesem Modul selbst angehören; aber 
auch umgekehrt ist jede Zahl des letzteren, d. i. jede Zahl von der 
Form + y« eine Zahl seiner Ordnung, da ihr Produkt 

@+ya)(u+vo) 
in irgendeine Zahl #-Hvw des Moduls mit Rücksicht auf die Be- 
ziehung (»®) wieder in die Gestalt «--v’«a gebracht werden kann, 
also dem Modul [1, «| angehört. Somit findet sich in der Tat die 
Ordnung unseres Moduls mit ihm selber identisch, d.h. der gedachte 
Modul ist eine Ordnung, w. z. b. w. 

Hieraus folgt insbesondere, daß die Gesamtheit g aller ganzen 
Zahlen des Körpers eine Ordnung ist. 

9. Nunmehr beschränken wir die fernere Betrachtung auf eine 
Kategorie von Moduln ganzer Zahlen des Körpers $, welche durch 
die Eigenschaft ausgezeichnet sind, daß ihre Ordnung o identisch ist 
mit d. Das es solche Moduln gibt, leuchtet von vornherein daraus 
ein, daß g selbst einer ist. Jeder Modul dieser Art soll nach dem 
Vorgange von Dedekind ein Ideal heißen, für welches also folgende 
Definition aufgestellt werden kann: 

Ein Ideal desKörpers & ist ein Modul ganzer Zahlen 
desselben von der ausgezeichneten Eigenschaft, daß 
alle seine Zahlen mit irgendeiner ganzen Zahl multi- 
pliziert wieder Zahlen des Moduls sind. 

Daß jedes Ideal ein zweigliedriger Modul ist, also unter die 
voraufgebenden Betrachtungen fällt, geht daraus hervor, daß, wenn & 


*), Statt des Ausdrucks „Ordnung“ wird auch die Bezeichnung „Zahlenring“ 
verwendet. 
xk* 
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irgendeine in ihm enthaltene Zahl bezeichnet, auch [-@ ihm an- 
gehören muß, diese |beiden Zahlen aber ebenso wie 1 und ® un- 
abhängige Zahlen sind. 

Da für ein Ideal die Ordnung o gleich g ist, folgt mit Beachtung 
von (46) dann k=1, also aus (43) =D. Demnach hat jedes 
Ideal 5; die Form 
j=[m,m o], 


während nach (45) seine Ordnung g auch als der Modul [1, a«.] be- 
zeichnet werden darf; da nun mc eine ganze Zahl, d.i. eine Zahl 
des letzteren Moduls ist, darf man mo=r-+s-av, d.h. r=(, 
m= as und | 

(49) 3=so-[1l,o] 

setzen, worin nach (40) und (42) 


au=h+h= = DE 


ist, während a eine positive und 5 eine sanze Zahl bezeichnet, für 
welche 
(50) =D (mod.4a) 


oder 5’>—4ac=D ist. Diese für ein Ideal notwendige 
Form (49) ist aber dazu auch ausreichend und somit ist 
sie für die Ideale charakteristisch. In der Tat genügt es zu 
zeigen, daß dann auch die Zahlen sa-9 und saw-® dem Modul an- 
gehören, denn alsdann sind auch alle Produkte 


(u+vP)(sac+sawy) 
=ux-sa+tuy-sawt vx-sad vy-sawd 


aus irgendeiner Zahl in g mit irgendeiner Zahl des Moduls in diesem 
enthalten. Dies folgt aber unmittelbar aus nachstehenden Gleichungen: 





a een el a+ta-au, . 
4 Ina. 2 
wenn man bemerkt, daß in diesen ea und En ganze 


Zahlen sind, da aus (50) sich 5d=D (mod.2), d.i. db, D sich als 
gleichartige Zahlen ergeben. 
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Aus den Beziehungen | 

sa=sa-1+0-9, saw—=sh-1+s-®9 
folgen nach (36) und (37) die Formeln 
(51) IH 20 AH aM. 

10. Für das besondere Ideal g ist in Nr. 4 ein inniger Zu- 
sammenhang mit der Hauptform von der Diskriminante D festgestellt, 
insofern alle durch die letztere darstellbaren ganzen rationalen Zahlen 
Normen von Zahlen in g sind, und umgekehrt. Für ein beliebiges 
Ideal ; läßt sich ganz Ähnliches nachweisen. In der Tat, ist 


(52) =sa-1 — ——— sy 
irgendeine in 7 enthaltene Zahl, so findet sich 

— 2 ( Dun: 
| vo=#((ee+3,) 2-7) 


= s?a.-(a® +bzy+ey)—=N(j)- (an + bey + ey?), 


d. h. die Norm jeder in 7 enthaltenen Zahl ist das Produkt aus der 
Norm des Ideals in eine durch die Form (a, d, ec) mit der Dis- 
kriminante D und positivem ersten Koeffizienten darstellbare Zahl 


(83) 


m=ax® +Hbxzy-ey?:. 

Umgekehrt, wenn letztere Gleichung besteht, so ist durch Zerlegung 
der Form in ihre irrationalen Faktoren rückwärts zu schließen, daß 
die durch (52) definierte Zahl { eine Zahl des Ideals 7 ist, deren Norm 
gleich W(7)- m ist. Dies Resultat ist nur eine Verallgemeinerung 
des in Nr. 4 für g erhaltenen, denn wenn j==g gesetzt wird, ist 

gleichzeitig W (5) =N(g)—=1 zu setzen. 
| So findet sich also jedem Ideale j eine bestimmte quadratische 
Form (a, b, ec) mit der Diskriminante D und positivem ersten Koeffi- 
zienten aufs engste zugeordnet. Da die Koeffizienten dieser Form 
nur durch a und ac« bestimmt, aber von s unabhängig sind, so ent- 
spricht dieselbe Form unendlich viel Idealen, deren eines j=J|a, a «] 
ist, während die andern hieraus durch Multiplikation mit einer be- 
liebigen ganzen Zahl s hervorgehen. — Aber auch umgekehrt ist 
jeder Form (a, 5, c) mit der Diskriminante D und positivem ersten 

Koeffizienten eine solche Serie von Idealen des Körpers mit der 
Bun 
2a 
der quadratischen Form, so ist s-|a,aw] für jedes ganzzahlige s 


die erste Wurzel 





Grundzahl D zugeordnet. Denn ist = 
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nach voriger Nummer ein Ideal ;, das mit der Form (a,b,c) in dem 
zuvor erwähnten Zusammenhange steht. 

Nun sei aber a@®-+5,%,y, +c,% eine zweite Form mit der 
Diskriminante D und positivem ersten Koeffizienten, von der wir- 
annehmen wollen, sie sei eigentlich äquivalent mit der Form 
ax? +-bxzy-+ cy? so daß diese durch eine Substitution 


s=emn t+Py, y=-ym+SIyı 
in jene und umgekehrt die letztere durch die Substitution 
n—Ir—Py!' = —-Yyeortay 
in die erstere übergeht, während «ö—ßy=1 sei. Dann wird 
(54) 8° —böytay=a 


sein und zwischen den ersten Wurzeln ®, &j beider Formen diese 
Gleichung bestehen: 
ao, + 

55 ra RER 
Se x yo, +6 

Dem Voraufgehenden zufolge ist der Form (a,d,c) ein Ideal 
j=[e,a«a], der Form (a,,d,,c,) ein Ideal jJ,=[a,,a,w,] des 
Körpers 8 zugeordnet. Dem ersten von beiden kann man die Form 
geben: 





a 
= do rm a rau a 


Hier ist der Modul zur Rechten gleich dem Ideale 57,, denn seine 
Basiszahlen "sind lineare Verbindungen der Basiszahlen a,,a,w, 
von j,, während die Koeffizienten der Verbindung die Gleichung 
dö-@—y-ß==1 erfüllen. Andererseits ist der Nenner da, +ya, w, 
eine ganze Zahl des Körpers 8, deren Norm 


(da, tyra, o): (da, +Yya,«‘) 


—b ic 
’ ' 1 - = 2 
wegen @&, +0, = 7a 0,0 — 2 sich leicht gleich 


4 u ® —böytad)—aa 


findet; der Bruch ya ist demnach eine Zahl n des Körpers, 


a? 
deren Norm gleich mithin positiv ist. Aus der ange- 


SR: 43% 
nommenen eigentlichen Aquivalenz der Formen (a, b,c), (a,,b,,G) 
folgt also die Existenz einer Zahl 7 des Körpers mit positiver Norm 
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von der Beschaffenheit, daß zwischen den den Formen zugeordneten 
Idealen 7, 57, die Beziehung 
(86) Ne 
besteht. 

Umgekehrt, wenn eine solche Beziehung zwischen zwei Idealen 
stattfindet, so sind die beiden ihnen zugeordneten quadratischen Formen 
einander eigentlich äquivalent. Denn aus 


la,aw])=n- [aı , @ı 3)|=na,na ©; 
folet zunächst, daß na,,na, w,, also auch ihre Konjugierten ganze 
Zahlen des Körpers sein müssen, ferner aber, daß zwischen den 
Basen der beiden Moduln bzw. ihren Konjugierten Gleichungen be- 
stehen müssen von der Form 


(57) ne au=y:na, +d.na,&,, 
a=a "a +P- "av, auy=y- at‘: Tai, 
worin a, 8, y, d rationale ganze, der Bedingung ad — Py=+H]1 

genügende Zahlen sind, Gleichungen, aus denen die folgende: 


Der +do 

a+Ppo' 
d. i. die Äquivalenz der Zahlen «,«,, also auch diejenige der 
Formen (a, b,c), (a,,d,,c,), deren erste Wurzeln sie sind, erschlossen 
wird. Diese Äquivalenz ist zudem die eigentliche, denn aus (57) 
leitet man die Gleichung 


[02] 


a-awW— aw-a—= (ad —Py)- ma "uno — na w 7a), 
d. h. wegen 
er ae 


a 





diese andere: 

a=(ad—Py)- NM) a - 
her; da aber nach Voraussetzung a, a,, N(n) positiv sind, folgt 
eödo—Py=-+1. 

11. Weil hiernach das Bestehen einer Beziehung von der Art 
der Gleichung (56) zwischen den Idealen 5, j,ı vollkommen gleich- 
bedeutend ist mit der (eigentlichen) Äquivalenz der zugeordneten 
Formen, sollen hinfort zwei Ideale j,j,, zwischen denen 
eine Beziehung (56) stattfindet, selbst einander (eigent- 
lich) äquivalent heißen. Man sieht so die frühere Frage nach 
der Äquivalenz zweier Formen wieder unter einen neuen Gesichts- 


ee 
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punkt gestellt, von dem aus ihre ®igentlich arithmetische Be- 
deutung sichtbar wird. Durch die im vorigen festgehaltene Voraus- 
setzung, wonach der erste Koeffizient der zu untersuchenden Formen 
positiv sein sollte, wird der Allgemeinheit der Untersuchung kein 
Abbruch getan. Denn man kann dabei eine Form ax? +bzy-+ey?, 
deren erster Koeffizient negativ wäre, leicht durch eine andere, ihr 
eigentlich äquivalente ersetzen, in welcher dies nicht der Fall ist. 
In der Tat, sei m irgendeine positive ganze Zahl, die durch (a,b, e) 
eigentlich darstellbar ist, wie es deren stets gibt, etwa m=aao? 
+bay-+cy?, und seien ß, ö so‘ gewählt, daß «do — Ay=1 ist, so 
geht (a,5b,c) durch die Substitution 
z=o2#+PBy, y=yaXa-+ly 

(siehe vorigen Abschnitt, Kap. 5, Nr. 4 und 5) in eine ihr eigentlich 
äquivalente Form (m, r, n) mit positivem ersten Koeffizienten über, 
welche zur Untersuchung der Äquivalenz an Stelle von (a,b,c) ge- 
setzt werden kann. 

Die Beziehung (56) ist von der Art, daß zwei Ideale, welche 
demselben dritten Ideale äquivalent sind, es auch unter sich sind; 
denn aus zwei Gleichungen J=n, 3, , J=9'J,, worin n,,2, zwei 
Zahlen des Körpers mit positiver Norm bedeuten, folgt 7,3, = NsJs 
also ß 

URS 
N N WER) 


wo nun auch 2 eine Zahl des Körpers mit positiver Norm sein wird. 


Wenn man demnach sämtliche Ideale des Körpers, welche unter sich 
(eigentlich) äquivalent sind, stets in eine Klasse von Idealen zu- 
sammenfaßt, so muß jeder Idealklasse eine bestimmte Klasse äqui- 
valenter Formen mit der Diskriminante D eindeutig zugeordnet sein, 
und umgekehrt, so daß die Anzahl der Idealklassen ebenso groß ist, 
wie die der Formenklassen. Da nun (vor. Abschn. Kap. 5, Nr. 16 und. 
20) nachgewiesen ist, daß die letztere nur endlich ist, dürfen wir den 
äußerst wichtigen Satz aussprechen: 

Die Anzahl der Idealklassen ist endlich. 

Wir heben diejenige Idealklasse als Hauptklasse hervor, 
welche der Hauptklasse der quadratischen Formen entspricht, deren 
Ideale nämlich mit g äquivalent sind, so daß 


J=7.9=1: 11, 0=|n, N 0) 
gesetzt werden kann. Da die Zahlen eines jeden Ideals ganze 


et N MI 2 a a Er a a ee Fa Fe “= 
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Zahlen des Körpers sind, muß insbesondere auch die im Modul zur 
Rechten enthaltene Zahl » selbst eine ganze Zahl sein. Ist diese 
Bedingung aber erfüllt, so bezeichnet in der Tat der Modul ein Ideal, 
da mit n und n® zugleich 


au t+v0)=u.n+v:n0 


out "Ur. n+Wm+toD)- 


und 


mithin auch jedes Produkt („-2+n9-y) («+ v0) aus einer Zahl 
des Moduls in irgendeine ganze Zahl wieder eine Zahl des Moduls 
ist; ist also zudem noch die Norm von n positiv, so ist das Ideal 
äquivalent mit 9. Man erkennt hieraus, daß alle Ideale der Haupt- 
klasse und nur solche erhalten werden, wenn man g mit allen ganzen 
Zahlen, -deren Norm positiv ist, multipliziert. Sie sind also, wenn 
wir mit & eine solche Zahl bezeichnen, mit den Moduln &-g oder, 
wie wir lieber schreiben wollen, mit g9{ identisch. Derartige Ideale 
werden wir Hauptideale nennen. Setzt man C=u-+v®, so 
findet sich 


A E +v6, 
woraus nach (36) 


NnoD=uw+ Dy+ don, 


ee o+(u+Dy)0 |, 


daR 
(88) | XgDd=NÜ) 
hervorgeht. 

12. Sind 7,, 3, irgend zwei Ideale und bezeichnet & jede Zahl 
des ersten, n jede Zahl des zweiten von ihnen, so ist die Gesamtheit 
der Produkte &.n nicht notwendig wieder ein Zahlenmodul, wohl aber 
entsteht ein solcher, wenn man jener Gesamtheit noch alle durch 
Addition solcher Produkte entstehenden Zahlen hinzufügt. Sind 
nämlich z. B. 


en a & 2 ’ = Na 7 Si 23 
irgend zwei so entstehende Zahlen, so ist ja auch ihre Summe 
&n Si Ben, Sr 83N5 a" EN 


eine durch Addition von Produkten der angegebenen Art gebildete 
Zahl, nicht minder auch ihre Differenz 


ee NR 
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da mit &,, &, auch. —&,, —5, Zahlen in 5, sind. Die gedachte Ge- 
samtheit von Produkten und Summen von Produkten aus je einer 
Zahl in 5, und je einer Zahl in 7, hat also die charakteristische Eigen- 
schaft eines Zahlenmoduls und zwar genauer diejenige eines Ideals; 
denn, bezeichnet { jede ganze Zahl des Körpers, so wird mit 
En +&m+-.. zugleich auh Era + mn +..J=eiäntiä m 
+... der gedachten Gesamtheit angehören, da{&, CE, ... zugleich 
mit &,, &,... Zahlen des Ideals 5, sind. Wir werden die so 
definierte Gesamtheit J von Zahlen das Produkt der 
beiden Ideale nennen und 

(59) Jr 98 

setzen, und dürfen den Satz aussprechen: Das Produkt zweier 
Ideale ist wieder ein Ideal. 


Das Produkt eines Ideals j in das Ideal g ist stets mit dem 
ersteren identisch: 


(59a) =); 


in der Tat gehört der Definition eines Ideals zufolge jedes Produkt 
aus einer Zahl in 9 und einer Zahl in 7, also auch jede Summe 
solcher Produkte wieder zu 7, andererseits ist aber auch jede Zahl & 
in 7, da sie gleich 1- & gesetzt werden kann und 1 in g enthalten 
ist, eine Zahl des Produktes 97, und somit ist die Gesamtheit der 
Zahlen in 97 und diejenige der Zahlen in 7 ein und dieselbe. 

Seien nun j,,j, zwei andere Ideale und 


(60) ARE 


ihr Produkt. Wenn ne Js den Idealen 7,, 3, resp. äquivalent sind, so 
daß, unter Nr Ma zwei Zahlen in $? mit positiver Norm verstanden, 
N=n'3ı h=1'J, gesetzt werden kann, so schließt man aus (59) 
und (60) 

’anm'd, 


wo nun auch nn, eine Zahl in K mit positiver Norm sein wird, mit- 
hin die Aquivalenz der Ideale J, J’ oder den 


Satz: Sind Ci, & zwei Idealklassen, so gehören die. 
verschiedenen Ideale, die durch Multiplikation aus 
einem Ideale der ersten in einIdeal der zweiten Klasse 
entstehen, sämtlich ein und derselben Klasse X an. — 
Diese, somit nicht von der individuellen Auswahl der Ideale aus Cı 
und (3 abhängige, sondern allein von den Klassen C,, (% selbst be- 
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stimmte Klasse X soll aus Ci und & zusammengesetzt heißen 
und als ihr Produkt geschrieben werden, wobei die Reihenfolge der 
Faktoren offenbar gleichgültig ist: 


(61) K—-UG=6G-(. 


Wird in solcher Weise eine Klasse C' mit der Hauptklasse 7 zu- 
sammengesetzt, so entsteht wieder die Klasse C: 

(61 a) FO 

denn, ist 7 ein Ideal in CO, so gehört, da g ein Ideal der Klasse 7 
ist, 957 der Klasse 7. C’ au, die keine andere sein kann als C, da 
g7=J Ist. 

13. Sowohl die Multiplikation von Idealen als auch die Zu- 
sammensetzung ihrer Klassen kann ohne weiteres von zwei auf be- 
liebig viel derselben ausgedehnt werden, und daraus geht der Sinn 
einer Formel wie diese: 


K=0.0-6...C 


n—1 


hervor. Sind dabei die einzelnen Klassen, aus denen K durch 
sukzessive Zusammensetzung entsteht, miteinander identisch, so 
schreibt man solche Formel auch in der Form 


LK GH 


und nennt K die nte Potenz von ©. Ebenso bezeichnet 7” das 
Ideal, welches durch die eben definierte Multiplikation aus n Fak- 
toren 7 hervorgebracht wird. 

Bildet man in dieser Weise für irgendeine Idealklasse ( die 
aufeinanderfolgenden Potenzen C, 02, C®, C*,..., so folgt aus der 
nur endlichen Anzahl verschiedener Idealklassen, daß jene nicht alle 
voneinander verschieden sein können, daß vielmehr einmal eine 
spätere ("+ mit einer früheren CO” identisch sein muß: 


(62) Omr+n Br em S en ar em ie) h 


Nun sei 7 irgendein in C enthaltenes Ideal; dann findet sich in 
Oo”, Or, Or+tr resp. das Ideal 57”, 5”, j”t”, und aus der Gleichheit 








*) Daß in der Tat O” TR — 0”. 0" gesetzt werden kann, ersieht man leicht, 
wenn man bedenkt, daß nach der Bildungsweise eines Idealproduktes 
(iR) Js =), ; (Jr Js) 
gesetzt werden kann; daraus folgt dann allgemeiner 
R m N —_jM en 
also auch die obige Gleichheit. 
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(62) der Klassen C” und 0”. CO folgt die Äquivalenz der) Ideale 
7” und 7” -7”, d.i. eine Gleichung | 

(63) I 

in welcher eine Zahl des Körpers St mit positiver Norm bedeutet. 
Dies vorausgeschickt, bezeichne man mit «a, c«, eine Basis des 
Ideals 7”, mit ?,, #, eine Basis des Ideals 7”; dann sind die Produkte 
ae By, Pr, & Pg, @,ß, Zahlen des Ideals 5” -7”, und da sie zufolge 
(63) auch in n-7” enthalten sind, so ergeben sich Gleichungen von 
der Form 


(64) j) a BP, =ne, a +% %,); Ro ß, = nWı a + % @) 
\A=-na, +%%), .,=nYy y t%%) 


. . s . ! . 
mit ganzzahligen Koeffizienten &,, @,, %, %, %, ... Schreibt man 
die beiden ersten in der Form 


a, 4-1) +00, +) 0, 


so erhält man durch Elimination von «,, «, aus ihnen die Beziehung 


ß P 
4-4)» -)-2u-0 
oder 


M-@t+n tan ano, 


d.h. a ist Wurzel einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen 


] 
Koeffizienten, deren erster gleich 1 ist, also eine offenbar im 
Körper Sl enthaltene ganze algebraische Zahl y,. In gleicher Weise 


schließt man aus den beiden letzten Gleichungen (64), daß = eine 


ganze algebraische Zahl y, des Körpers Sl ist. Demnach ist 


"=[P,%=n:l:Y) 


[&;; “| Sr [&% @| ; B2 ) EN : 


Nun sind offenbar alle Zahlen des rechtsstehenden Produkts von 
der Form 


und aus (63) folgt 


trat ray 


mit ganzzahligen Koeffizienten &,,%,,&%,, %,; zufolge der vorstehenden 
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Gleichung haben diese Form also auch alle Zahlen des Moduls 
[&,, @,|, insbesondere darf man demnach setzen 


EERRR FEN B= ah WR 

uk 2020 Fü m RL 2 Wa u 729 Fa a ALU 
EIER Hai m m " 

= Tu yo tu a FU gta 


und erhält, wenn man a,, «, aus diesen beiden Gleichungen eliminiert, 
die folgende Beziehung: 


„ 


tan tn mn) Win Far) rt) 
rk Ar ha 2 Yo5 


da aber die hier auftretenden Produkte als Produkte einer ganzen 
Zahl in eine Zahl des Moduls [y,, y,], der offenbar ebenso wie [ß,, £,| 
ein Ideal ist, wieder Zahlen des letzteren und daher die ganze rechte 
Seite der vorigen Gleichung eine solche Zahl ist, so findet sich 1 
als eine im Ideale [y,, y,] enthaltene Zahl. 

Das einzige Ideal aber, welches die Zahl 1 enthält, ist das Ideal og. 
Denn, da jedes Ideal ; die Form (49) hat, derzufolge sa die kleinste 
in ihm enthaltene rationale ganze Zahl ist, muß, wenn es die Zahl 1 
enthält, sa—=1, d.h.s=«a=]1 und somit 


=1,o])=[1,k+0=[1,0)=g 
sein. — Hieraus schließt man für unsere Betrachtung, daß [71,72] 9 
mithin 7”=n:9, d. h. äquivalent mit g oder ein Hauptideal, und 
daher die Klasse CO, der es angehört, die Hauptklasse ist. 
Auf diese Weise ist folgendes Ergebnis gewonnen: 
Für jede Idealklasse C gibt es eine gewisse Po- 


tenz U", welche mit der Hauptklasse H identisch ist. 
Allgemeiner ist dann für jedes positive ganzzahlige q 


cr— H'—=NH. 


Man schließt weiter, daß es zu jeder Klasse C eine Klasse 0’ 
gibt, die mit ihr zusammengesetzt die- Hauptklasse gibt, nämlich 
C’=("-1. Es gibt aber auch nur eine solche Klasse. Wäre 
nämlich 

0:-0,=H, (0-.(,=H, 
so ergäbe sich 
0.0,=0-(0,, . 


aus jeder solchen Beziehung zwischen Idealklassen folgt aber stets 
die Gleichheit C,= (,, denn, multipliziert man sie mit 0”! und 





174 II. Abschnitt. Der quadratische Zahlenkörper. 


beachtet die Gleichung 0"=H, so erhält man H-C,=H:0(,, d.i. 
aber wegen (61a) die Gleichheit ©, = (,. Die somit völlig eindeutig 
definierte Idealklasse C’ heiße die Reziproke zu (. 

14. Unter allen Potenzen von €’, welche mit 7 identisch sind, 
wird eine die niedrigste sein; nennen wir diese Potenz C*®, so soll e 
der Exponent heißen, zu welchem die Klasse (© gehört. 
Man überzeugt sich unschwer, daß er ein Teiler von der Anzahl % 
aller Idealklassen ist. Dies wäre der Fall, wenn e=h, d.h. mit den 
verschiedenen Potenzen 
(65) BROT 


die Gesamtheit der Idealklassen erschöpft wäre. Ist aber e<h, so 
sei ©, eine der übrigen Idealklassen, und man bilde die Produkte 


(66) 0077020, 08052000 


Diese sind erstens verschieden von den Klassen (65), denn be- 
zeichnen m, u zwei Zahlen <e, so folgte aus 0(”.(, =(0# die 
Gleichung 

URBSE ERIBS Ban ae 2 EEE En en nr 


setzt man nun e+u—m=g:e-+r, wo r<e den kleinsten positiven 
Rest (mod.e) bedeutet, ‚so wird 


Oe+u—m — (ge. r— NH: Or—0L, 


und somit wäre C, gegen die Voraussetzung eine der Klassen (65). 
Die Produkte (66) bezeichnen aber zweitens auch lauter untereinander 
verschiedene Klassen, denn wären zwei nicht identische dieser Pro- 
dukte gleich, etwa 0”. 0, = (0*.C,, so erschlösse man aus dieser 
Gleichung nach Ende voriger Nummer die Gleichheit 0” = C#, d.i. 
die Identität der Produkte gegen die Voraussetzung. Demnach gibt 
es mindestens die 2e Klassen (65) und (66). Ist aber außer ihnen 
noch weiter eine Klasse C, vorhanden, so liefert die Reihe 


(67) UBER EA EU BT OR ERREEET ECHE 
wie nun auf gleiche Weise zu erkennen ist, e sowohl unter sich, als 
von den Klassen (65) verschiedene Klassen; sie sind aber endlich 


auch von den Klassen (66) verschieden, da aus einer Gleichung 
0*.6,= 0”.0, die andere: 


ce, di H-G=-9=0rtmrr.c 


oder, wenn e+m—u=ge-+-r gesetzt und r <e gedacht wird, die 
Gleichung 0,= (0’-C, d.h. gegen die Voraussetzung C, als eine der 
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Klassen (66) sich ergäbe. Ist nun außer den 3e Klassen (65), (66), 
(67) noch eine weitere vorhanden, so treten ebenso wieder gleich e 
neue Klassen hinzu, usw., bis alle Idealklassen erschöpft sind und 
deren Anzahl Ah als ein Vielfaches von e hervorgeht. 

Setzt man demgemäß A=g:e, so liefert die Bemerkung gegen 
Ende voriger Nummer die Gleichung 
(68) Reh: 
oder den Satz: Bedeutet A die Anzahl der Idealklassen, 
soist die te Potenz jeder Idealklasse mit der Haupt- 
klasse identisch. 

Diesem Satze völlig gleichbedeutend ist der andere Ausspruch: 
daß die kte Potenz eines jeden Ideals J ein Hauptideal: 


(69) "95 

ist. Hieraus fließt wieder ein neuer Satz, dessen fundamentale 
Wichtigkeit für die Arithmetik des Körpers $ sehr bald erhellen 
wird, und der sich aussprechen läßt, wie folgt: 

Zu jedem Ideal 7 gibt es ein Ideal 7, von solcher 
Beschaffenheit, daß das Produkt jJ-5, ein Hauptideal 
wird. In der Tat leistet das Ideal 7, =37"! jedenfalls dieser 
Forderung Genüge. 


Zweites Kapitel. 


Die Einheiten des quadratischen Körpers. 


1. Indem wir uns nun dazu wenden, die einzelnen ganzen 
Zahlen des Körpers 8 für sich zu betrachten, um sie auf ihre 
arithmetischen Eigenschaften zu prüfen, wird es sich wesentlich um 
ihre Teilbarkeit, insbesondere um die Frage handeln, ob im Körper $ 
die gleichen Gesetze der Teilbarkeit wie im rationalen Zahlenkörper, 
z. B. die eindeutige Zerlegung jeder Zahl in Primfaktoren, in Gültig- 
keit bleiben oder nicht, und wie etwa sie im letzteren Falle zu er- 
setzen sind. | | 

Wir nennen aber eine ganze Zahl £ des Körpers & 
teilbar durch eine andere ganze Zahl & desselben, wenn 
eine ganze algebraische Zahl n vorhanden ist der Art, 


daß {=5:.n gesetztwerden kann. Da hieraus I folgt, so 


muß die gedachte Zahl 7 dem Körper $} angehören, also ebenfalls 
eine ganze Zahl dieses Körpers sein. Sind nun etwa 
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D=r4+80,2. Set na rn 
mithin 
r+s9=(t+u9) (v+w6b), 
wo 9= Da so muß diese Gleichung bestehen bleiben, wenn 


YD in —yD, d.h. und damit £,&,n in die konjugierten Zahlen 
0, TC, &, n verwandelt werden; aus {=$-.n folgt daher !—=#.ı/ 
und folglich auch 


(1) NOZNEDENGE NT: 


Die Normen ganzer Zahlen sind aber rationale ganze Zahlen, 
denn nach Nr. 2 vorigen Kapitels sind sie rational, als Produkt 
zweier (konjugierter) ganzer algebraischer Zahlen aber (nach Nr. 4 
das.) selbst ganze algebraische Zahlen und daher (ebendas.) ra- 
tionale ganze Zahlen. Ist demnach keine der Zahlen &, n eine 
solche, deren Norm gleich +1, so müssen N (8), N(n) ganze von 
+1 verschiedene Zahlen kleiner als N({) sein. Nennt man nun, 
wenn £ durch £& teilbar oder ein Vielfaches von &, oder letztere Zahl 
ein Teiler von £ ist, die Darstellung von £ in der Form =E&.n 
eine Zerlegung von C in Faktoren, so geht aus der letzten Be- 
merkung unmittelbar hervor, daß eine ganze Zahl © nur in eine 
endliche Anzahl von Faktoren zerlegbar ist, deren Normen von +1 
verschieden sind. Denn andernfalls. zerfiele ihre Norm N(£) in eine 
unbegrenzte Menge von kleineren und von +1 verschiedenen ganz- 
zahligen Faktoren, was für eine rationale ganze Zahl bekanntlich 
nicht möglich ist. So ist als erstes wichtiges allgemeines Ergebnis 
der Satz gewonnen: 


Jede ganze Zahl £ des Körpers $ ist entweder un- 
zerlegbar oder nur in eine endliche Anzahl von Fak- 
toren zerlegbar, wenn man von solchen Faktoren ab- 
sieht, deren Norm gleich +1 ist. 


Zwei ganze Zahlen & und {=5-n, die sich nur um einen 
Faktor n mit der Norm +1 unterscheiden, sollen assoziiert 
heißen. Kennt man die Zerlegung einer dieser Zahlen in Faktoren, 


deren Normen von +1 verschieden sind, so hat man damit offenbar ° 


diese Zerlegung auch für jede ihr assoziierte Zahl; um also für jede 
Zahl des Körpers jene Zerlegungen zu finden, bedarf es nur deren 
Auffindung für je eine Zahl aus jeder Gruppe von assoziierten Zahlen; 
zur Bildung dieser letzteren aber hat man die Kenntnis aller ganzen 
Zahlen n des Körpers nötig, für welche 
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(2) el 


ist. Diese Zahlen sollen Einheiten genannt werden. Sie 
können auch als die Teiler der Zahl 1 definiert werden; in der Tat, 
besteht die Gleichung (2), d..h.1=+n7-n, so ist n, da auch die 
konjugierte Zahl 7’ eine ganze Zahl ist, ein Teiler von 1; umgekehrt, 
wenn n ein Teiler von Il, also 1=n:n, ist, während n, eine ganze 
Zahl bedeutet, so ist auch N (n)-N (n)=1, mithin die ganze rationale 
Zahl Nm)=+1. Demnach ist durch eine Einheit n des Körpers 
jede ganze Zahl { desselben teilbar, denn aus &=1-.{ und 1=r-n, 
folgt &=n:n,{, wo n,{ eine ganze Zahl, und umgekehrt wird eine 
sanze Zahl des Körpers, durch welche jede seiner Zahlen, also auch 
die Zahl 1 teilbar ist, eine. Einheit sein. 

2. Wir richten nun zunächst unsere Bemühung darauf, alle Ein- 
heiten des Körpers zu ermitteln. Es genügt, alle diejenigen zu 
finden, deren Norm —- 1 ist, die wir hinfort ausschließlich als Ein- 
heiten betrachten wollen, während diejenigen mit der Norm —1 
etwa als Halbeinheiten bezeichnet werden mögen. Kennt man 
nämlich die ersteren, die mit & bezeichnet seien, und gibt es über- 
haupt in 8 eine Einheit n mit der Norm — 1, so erhält man aus 
dieser einen sämtliche übrigen durch den Ausdruck n-e; in der Tat 


ist einerseits ne eine solche, d Nn)=N(n)- Ne)=—1; ist 
aber n, irgendeine der Halbeinheiten und »/ die Konjugierte von n, so 
daß 7„-"=—1, so ist e=—ır-n, eine Einheit mit der Norm 


Ne=N-2). NG) - NwW)=+t1,undsomt=—ny- n=n:e 
von der zuvor bezeichneten Form. 

Nun hat jede der gesuchten Zahlen & als ganze’Zahl des Körpers 
die Form e=x-+9y6, und es ergibt sich zur Bestimmung der 
Zahlen x, y die Bedingungsgleichung 


8 N@-N@+9-(°5 2) 0-%=1. 


Sie nimmt, falls D==4d ist, die Gestalt 
Niey-— X? drY.°%—1, 


worin X=r+2dy, Y=y, und falls D=d=40-+1 ist, die 


Gestalt 
d 


NO-X+xXY+'Zr=1 | 
an, worin X=x&+20dy, Y=y gedacht ist. Da nach diesen Be- 
ziehungen aus ganzzahligen x, y sich auch ganzzahlige X, Y ergeben 


Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie., 1 
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und umgekehrt, so sind die Einheiten e und die Darstellungen der 
Eins durch die jedesmalige Hauptform mit der Diskriminante D 


einander eindeutig zugeordnet. — Aus (3) ergibt sich ferner die 
Gleichung 

(4) ?— Du?=4, 

wo 

(5) i=217+Dy, u=y 


gesetzt ist. Jede Einheit e liefert also durch die Gleichungen (5) 
eine ganzzahlige Lösung der Gleichung (4). Aber auch umgekehrt; 
bedeuten nämlich ?, « irgendeine ganzzahlige Lösung dieser Gleichung. 
so sind, wenn D=d=40d-+1, entweder beide Zahlen 7, gerade 
oder beide ungerade; ist aber D=4d, so muß ? gerade sein; in 
allen Fällen liefern dann aber die Formeln (5) ganzzahlige Werte 
t— Du | 


2 





‚y==u, also eine ganze Zahl 





(6) e=c+y9= 


mit der Norm +1. Hiernach kommt die Aufgabe, alle Einheiten & 
des Körpers zu finden, auf die andere zurück, alle ganzzahligen Auf- 
lösungen der Gleichung (4) zu ermitteln. Letztere Aufgabe ist zuerst 
von Fermat gestellt und behandelt worden, und so sollte die Gleichung 
(4) wohl Fermatsche Gleichung genannt werden, doch heißt sie ge- 
wöhnlich Pellsche Gleichung, wie Euler sie getauft hat, indem er 
irrtümlicherweise dem Engländer Pell besondere Verdienste um sie 
zuschrieb, die ihm,nicht zukommen. Im Falle einer negativen 
Diskriminante D hat sie offenbar nur eine endliche Anzahl ganz- 
zahliger Lösungen. Setzt man nämlich D=—Z, so daß 7 den 
Absolutwert von D bezeichnet, so nimmt die Gleichung (4) die 
Form an 

(4a) ?+dwW=4. 


It D=1 (mod.4), so wird /=3 (mod.4); vorstehende Gleichung 
hat mithin nur die zwei Lösungen ?=+2, u=0, wenn J>3; 
falls aber /=3, d.h. D=—3, noch die vier Lösungen t=+1, 
«=+]1. Ist dagegen D=0 ei 4), so hat (4a) wieder nur zwei, 
Lösungen = +2, u=0, wenn 4/>4; falls aber /=4, also 
D=—-4 ist, noch die zwei Lösungen /=0, u=+t1. Im Körber 
KR gibt es also, falls seine Grundzahl D<O im allgemeinen .nur 
die beiden rationalen Einheiten +1; nur, wenn D= —4 ist, kommen 
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zu diesen noch die Einheiten +7, wenn aber D=—3 ist, die Ein- 
ag L+Y 3. 
heiten er und eier hinzu. 


Ganz andersim Falle einer positiven Grundzahl D: 
in diesem ist die Anzahl der Einheiten oder der Auflösungen der 
Pellschen Gleichung unendlich groß. Man sieht leicht ein, daß dies 
der Fall ist, wenn nur überhaupt eine,. von der selbstverständlichen 
Lösung {= +2, u=0 verschiedene Lösung vorhanden ist; aber der 
Nachweis, daß letzteres immer der Fall ist, hat den Mathematikern 
früherer Periode große Mühe gekostet und ist erst Lagrange ge- 
lungen. Aus den Betrachtungen des Kapitel 5 vorigen Abschnitts 
(Nr. 18—20) entnehmen wir leicht sowohl diese Tatsache, als auch 
eine Methode, sämtliche Lösungen der Gleichung zu finden. 

3. Sei nämlich unter der Voraussetzung D>O 


2 uh1D 
(7) ee va 


irgendeine reduzierte Zahl der in Nr. 18 mit 42 bezeichneten Ge- 
samtheit, also Wurzel einer Gleichung 
(8) ax? +bz+c=0 


mit der Diskriminante D=b? —4aec, wobeia>0O und a,b,c ganze 
Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind. Der Kettenbruch für «,, 
welcher rein periodisch ist, sei 


(9) . n— (gr Bra len GAR 





also k die Anzahl der Glieder der (kleinsten) Periode. Bezeichnen dann 

oa 1 A m % ER R ri 
‚_=-,-,...,- die ersten k+ 1 Näherungsbrüche, so 

N Re BE fl 

besteht die Beziehung 


ro Fo 


ü ee 
x N, + N,_, 


und allgemeiner die folgende: 
(10) (9 ee ie nn y 
wenn h ein beliebiges Vielfaches von %k bedeutet. Daraus folgt aber 


. 2 PER ERER —_—— } ra 
not n,_, sn Hand: 


eine Gleichung. welche mit der anderen: \ 
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a9 +b-w, +e=0, 


welcher w, genügt, übereinstimmen muß, indem die Koeffizienten 
jener Gleichung nur'um einen Proportionalitätsfaktor von den Koeffi- 
zienten dieser verschieden sein können Bezeichnet nämlich « den 
größten gemeinsamen Teiler von n,,n, ‚— %,;%,_,, so muß 


(11) n,=ıu, n,,—%,=bu, %,,=-eu 


sein; setzt man noch 


(12) en a 
so ergibt sich aus diesen Gleichungen 

| SD t— bu i t — bu 
(13) an a 1 





2 


Da aber bekanntlich 
ma Main 1)" 


ist, erschließt man für die ganzen Zahlen £, « durch Substitution vor- 
stehender Werte folgende Beziehung: 

22. 9242 2 ._.NDu2 : 

” -4- ac u? — P— Du — (— t)% x 
Somit liefert die Gleichung (10) für jeden Index %, der ein Viel- 
faches der Periodenzahl % ist, vermittels der Formeln (11) und (12) 
eine ganzzahlige Auflösung der Gleichung 


(14) 2 — De—=(— 1.4. 


Ist % und daher stets auch A gerade, so gewinnt man demnach 
für jedes Vielfache % von k, d.h. wenn man den Kettenbruch mit 
dem auf irgendeine Wiederholung der Periode folgenden Schluß- 
nenner abbricht, eine ganzzahlige Auflösung der Pellschen Gleichung; 
ist dagegen die Periodenzahl % ungerade, so geschieht dies nur für 
jedes gerade Vielfache A von %, d.h. wenn der Kettenbruch mit 
dem auf eine gerade Anzahl Perioden folgenden Schlußnenner ab- 
gebrochen wird. In beiden Fällen aber ergeben die unendlich vielen 
zulässigen Werte von A eine unbegrenzte Menge von Auflösungen, 
‚die verschieden voneinander sein müssen, weil Zähler und Nenner 
der Näherungsbrüche mit deren Index wachsen, also wegen (12) auch 
t und damit zugleich auch « stets wachsende Werte erhalten. 


4. Man überzeugt sich aber leicht, daß auf solche Weise auch 
sämtliche ganzzahlige Auflösungen der Pellschen Gleichung erhalten 
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werden können. Es genügt zu zeigen, daß die angegebene Methode 
alle Auflösungen in positiven ganzen Zahlen ?, « liefert, denn, 
abgesehen von den beiden evidenten Auflösungen =+2, u=0, 
können stets vier Auflösungen 


(15) t,u; tu, Lt, —u, 1. — 
zusammengestellt werden, die aus der ersten durch bloße Veränderung 
der Vorzeichen hervorgehen, mit dieser Auflösung in positiven ganzen 
Zahlen also zugleich gegeben sind. Sei also /, « irgendeine Auf- 
lösung in positiven ganzen Zahlen; aus der Drehung 

(16) 2 — Du—=4, 

welche in der Gestalt 

i+uyD t—uyD 


(16a) 55 5) Hl 


geschrieben werden kann, folgt, daß mit 


t+uyD uyD 
5 auch I 


en positiv 
ist, und da wegen «> die beiden Faktoren ungleich sind, muß 
Pu! ZN sein. Ferner müssen wegen (16) t, Du 
zugleich gerade oder zugleich ungerade sein, und da == D (mod. 2) 
ist, gilt das gleiche auch von t, bw. Setzt man also 





(17) A— u eu, Bermcur Ad a 


so stellen A, B, I’, 4 ganze Zahlen vor, welche mit Rücksicht auf 
(16) der Bedingung 


(18) | A4—Bl=1 
Genüge leisten. Hieraus folgen nun 
Tau, 2 A—bu, ie B=ceu, 


und die Gleichung = 
ao + bw, rce=d 
läßt sich schreiben in der Form 

To +(1— 4)0,— B=V0 
und ergibt die Beziehung | 
Aw, + B 


Er SET ot+4' 





Da aber w, eine reduzierte Zahl ist, gelten die Ungleichheiten 
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O<b+YD<2a<—bıYD, | A 
denen man durch Multiplikation mit —b +YD bzw. mit b+YD auch | 
folgende Form geben kann: 

0<bLYD<e- Bee tn, 


Aus ihnen folgt zunächst 5<0, also A>0. Ferner ist b>—YD, E 
2a—b>YD,2c—b>-—-YD, daher | | 4 














RE RR N 

1 @e—du+t,t-u/D,, 

2 2. 

Te RD U : 
2 2 E 
d.h. größer als der negative echte Bruch 4 
DU TEE 
2(uyD+t t+uyD Be 
da aber 1’— 4 eine ganze Zahl ist, muß !—4>0, 1>4>0 sein. j 
Aus AZ/—1=BFT folgt endlich BT>0O, mithin auch B>0, und 4 
da es nicht gleich Null sein kann, so ist B>0. Dies vorausgeschickt, 
entwickle man den positiven Bruch = in einen Kettenbruch: 3 


A | 
SE [Po Pr Pas Pal 


was bekanntlich stets so eingerichtet werden kann, daß die Anzahl h 


der Teilnenner gerade ist. Wird unter a der vorletzte Näherungs- 


IR" 
bruch verstanden, so besteht die Gleichung P 
ALTAI 4, 


Vergleicht man sie mit der Gleichung (18) und beachtet, daß 
B, 4 ebenso wie 4’, I’ positiv und kleiner sind als resp. A, I’, so 
ergibt sich nach Kapitel 4 Nr. 3 die Gleichheit von 5 mit A’ und 
von 4 mit I” und die Formel (19) geht über in 


2 de Ad 
|  To+T | 
und ergibt die Gleichung FE 


O7 
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—=|P: ARTE Ne 0]; 


der zufolge die Reihe der Teilnenner p,, P, Pa» - - -, 2,_, notwendig 
mit den Gliedern der Periode g,, 9, 925 -- -, 94,_, des Kettenbruchs 
(9) oder mit einer mehrfachen Wiederholung dieser Periode identisch 
sein muß. Die Zahlen A, B, I‘, #/ stimmen daher mit den Zahlen 
(13) überein, und die Auflösung ?, « der Pellschen Gleichung ist 
also eine derjenigen, welche durch die zuvor bezeichnete Methode 
gewonnen- werden Können, w.z.b. w. 


d. Wie schon bemerkt, fallen die so erhaltenen ?{, « um so 
größer aus, je größer % gewählt wird: daher findet man die Auf- 
lösung der Pellschen Gleichung in den kleinsten positiven Zahlen, 
wenn man den Kettenbruch (9), je nachdem %k gerade oder ungerade 
ist, bei dem auf die erste bzw. auf die zweite Periode folgenden 
Schlußnenner abbricht. Kennt man aber diese Auflösung in den 
'kleinsten positiven Zahlen, die wir «, v nennen wollen, so sind da- 
durch mittelbar auch alle übrigen Auflösungen gegeben, denn es läßt 
sich eine allgemeine Formel aufstellen, durch welche alle Auflösungen 
mittels jener einen bestimmt werden. : 

Hierzu bemerke man folgendes. Stellt man die den vier Auf- 
lösungen (15) entsprechenden Einheiten 


t+uYD t—uyD —t+uyD Si auD 
2 ! 2 ' 2 2 
auf, so ist von ihnen die erste die einzige, welche positiv und größer 
t—uYD 


als Eins ist; in der Tat wegen (16a) ist og — Zwar auch positiv, 


aber kleiner als Eins, während die beiden anderen ae sind. 
t+uyD 
positiven Einheiten, die zugleich größer als 1 sind, & = ———.—- eZ 


Weil aber SrLDn 1, so wird die Potenz 





Da nun mit i, u ee wächst, so wird von allen 


die kleinste sein. 


ER (’ +v 2, 


4 een 7 


2 


mit positiv wachsendem Exponenten » über jede Grenze hinaus 
wachsen. Sie stellt aber für jeden solchen Exponenten eine Einheit 
dar, denn das Produkt zweier Einheiten e, » ist stets wieder eine 
Einheit, da aus zwei Gleichungen ed =1, „Y—=1 sich ey. —1 
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ergibt; zugleich gibt &? die sämtlichen Einheiten, welche positiv und 
größer als 1 sind. In der Tat, wäre eine solche 

IE t+u/D 

RER 2 
keiner Potenz von &, gleich, so müßte sie notwendig zwischen 


zwei aufeinanderfolgende fallen, so daß Ungleichheiten bestünden von 
der Form 





c+vYD\" t+uyD T+vyDi"t! 
(rg eo gi 


De 





aus deren Multiplikation mit dem positiven Werte mit 


Rücksicht auf die Gleichung z?— Dv?’— 4 die folgenden: 


t—vYD\" i+uYD _c-+vYD 
1 < ( 12, CE EINE ö Boy 
hervorgingen; der in der Mitte stehende Ausdruck stellt aber, wie 
bemerkt, wieder eine Einheit dar, die zudem den Ungleichheiten zu- 
folge positiv und größer als 1, zugleich aber kleiner wäre als die 
kleinste dieser Einheiten e,. Aus diesem Widerspruch erkennt man, 
daß alle positiven Einheiten, welche größer sind als 1, mit den posi- 
tiven Potenzen von &, identisch sind, so daß gesetzt werden kann 


D D n 


Hieraus finden cl aber dem Ber Gesagten gemäß die übrigen 











Einheiten 
t—uyD __ -((tur2) (ta2y", 
DESFERBENO TE SIEHE En: 
U BD er 
RENT DE. NEED > 


Also ergibt sich folgender Satz: 
Bei positiver Grundzahl enthält der Körper & unendlich viel 
von +1 verschiedene Einheiten e, welche sämtlich durch eine Funda- 


_- YD 


mentaleinheit & = ——-— — mittels der Formel 
(20) 2 Be gu 


gegeben werden, wenn darin » alle positiven und negativen ganzen 
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Zahlen durchläuft. Die Formel ergibt auch die beiden einzigen 
rationalen Einheiten +1 des Körpers, wenn man jenen Werten des 
r die Null noch hinzufügt. 

Da nun andererseits alle Einheiten e durch die Formel (6) ge- 
liefert wurden, wenn in dieser ?, « sämtliche ganzzahligen Auf- 
lösungen der Pellschen Gleichung durchlaufen, so gewinnt man die 
oben gemeinte Formel 
@1) u er Fr) | 


um mittels der Fundamentalauflösung tr, v der Pelischeu 
Gleichung, d. i. ihrer Auflösung in den kleinsten positiven Zahlen, 
sämtliche Auflösungen zu finden. Man hat zu diesem Zwecke nur 


in der Formel für jeden ganzzahligen Wert des Exponenten n und 


für jedes der beiden Vorzeichen die rechte Seite nach den Potenzen 
von YD zu entwickeln, sodann den rationalen Bestandteil gleich 
2 | 


den gesamten Koeffizienten von /D gleich 5 


a s -zu setzen und daraus 
t, u selbst zu ermitteln. | | 

6. Die Kenntnis aller Auflösungen der Pellschen Gleichung ge- 
stattet uns nun, einige Aufgaben der Lehre von den quadratischen 
Formen, die wir noch unerledigt gelassen, zu lösen. 

i+uyYD. EN Se x Ä 

Ist eo irgendeine Einheit und 7 ein Ideal des Körpers 8. 
so ist stets &-7j=j; denn, bezeichnet [ irgendeine Zahl in 7, so ist 
das in e-7 enthaltene Produkt eÜ der Bedeutung eines Ideals zufolge 
auch in z enthalten, umgekehrt ist aber, da auch € zu 5 gehört, 
jede Zahl &=1-ö=e-eÜ des Ideals ; auch eine Zahl des Ideals 
&-7j, und somit stimmen die Zahlen in 7 und in e-) überein. Setzt 
man nun 7 in der Form (49) vorigen Kapitels und | 


voraus, so ist (nach Nr. 10 daselbst) 


2) NO= wa trayted—r ((ar+ 2) ) 


mithin, da N (&Ü)= N (e) - N(Ö) ist, 


Seel) 


> ae Ve > a Du Ds 
” 
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Hier beachte man folgende Identität: 
24)  (d?— Du’): ((?— Du?)=(t! + Duw)’— DitW + tw, 


die nur ein ganz spezieller Fall der Identität (7) in Kap. 5 des 
1. Abschnitts ist. Ihr zufolge läßt sich die Formel (23) schreiben, 





- wie folgt: 
2 DAS 3%, 
7 etgd SE . ” 
(25) Ne9=#((@eX+Z)-2:7) 
—s?ala X?+bXY-+cP), 
wenn 
(26) ren .E—CUY, Y=au:-x Et, 


2 2 


gesetzt wird. Man sieht hieraus, daß der Multiplikation einer Zahl & 


des Ideals 5 mit einer Einheit e= —— eine Transformation 


t+uyYD 

2 
der dem Ideale zugeordneten Form (a,b,c) in sich selbst mittels 
der Gleichungen (26) entspricht, und es ist nicht schwer, auf 
Grund der voraufgehenden ‚Untersuchungen nachzuweisen, daß diese 


Gleichungen (26) die sämtlichen sogenannten automorphen Trans- 


formationen der Form (a,b,c), d.i. diejenigen, durch welche sie in 


sich selbst übergeht, darstellen, wenn man nur solche ins Auge faßt, 
deren Determinante +1 ist. 

Ist nämlich 
(27) he ruy, y=varoy 


eine Transformation 7 der Form (a, b, ec) in die Form (a, , d,, c,), ihre 
Determinante + 1, so geht, wie wir wissen, die Wurzel ® der ersten 


Form in die gleichnamige Wurzel w, der zweiten durch die Sub- 


stitution 





über, und umgekehrt folgt aus dieser Substitution jene Transformation. 
Mit der Identität beider Formen ist die ihrer Wurzeln gleichbedeutend. 
Demnach wird man alle jene automorphen Transformationen von 
(a,b,c) finden, wenn man alle Systeme /,u,v,o ganzer, der Be- 
dingung Ao— uv=1 genügender Zahlen ermittelt, für welche 


EHE 
70-40 


ist. Wie in Nr. 3 finden sich hierfür 





142] 


ee; 


E- 
i 
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y=uau —A—bu. rer AU 
, t , 


und wenn man noch o +4 = 1 setzt, die Gleichungen 


= ——, u=-—ch,. v=au, (= ERBE 





wobei ?f, « durch die Gleichung ??— Du?—=4 bestimmt werden. Die 
automorphe Transformation (27) nimmt also die Form an: 


Frl... E t+bu „, 
es nen y, yz=au-d. + ——:y 


(28) 3 
und stimmt. so in der Tat mit der Transformation (26) bis auf die 
verschiedene Bezeichnung der Unbestimmten überein. 

Nunmehr können auch alle Transformationen einer Form (a,b, ec) 
in eine ihr äquivalente Form angegeben werden, sobald man eine 
derselben als bekannt voraussetzt. Die Feststellung der Äquivalenz 
selbst ergibt diese eine — wir bezeichnen sie als die Transformation 
(27) — aus ihr aber gehen alle hervor, wenn man sie mit allen 
Transformationen von (a,b,c) in sich selbst zusammensetzt. Be- 
deutet nämlich T eine solche, so geht offenbar (a,b,c) durch die 
sukzessive Anwendung der Transformationen T und 7 erst in sich 
selbst und dann in (a,,d,,c,) über, und somit ist auch die zu- 
sammengesetzte Transformation T- 7 eine der gesuchten. Ist um- 
gekehrt außer 7’ auch 7, eine Transformation von (a,b, c) in (a,, b, 6), 
so: stellt die Umkehrung von 7 eine. Transformation 7’ von (a,, db}, Gı) 
in (a,b, c) vor, ‚und die zusammengesetzte Transformation T = 7, :7’ 
führt (a, 5, ec) in sich selbst über, stellt also eine automorphe Trans- 
formation dieser Form vor, die nun ihrerseits mit 7 zusammengesetzt 
die Transformation T-7—=T,-T’T, d.i. die Transformation 7, von 
(a,b,c) in (a,, d,,c,), ergibt. Aus dieser Betrachtung folgt der Satz: 

Aus der einen Transformation (27) der Form (a,b,c) in eine 
ihr äquivalente Form findet man sie sämtlich, soweit ihre Determinante 
— 1 ist, mittels der Formeln: 


| IN | a K—cu n x + Er W—CU e) er 
2) = & 


wenn darin für t, w alle ganzzahligen Auflösungen der Pellschen 
Gleichung gesetzt werden. 
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‘. Wir kehren nun zu der Aufgabe zurück, alle eigentlichen 
‚ Darstellungen zu finden, welche eine ganze Zahl » durch die 
Formen mit der Diskriminante D zuläßt. 

In Nr. 6 des 5. Kap. vorigen Abschnitts ist gezeigt worden, daß 
eine solche Darstellung durch die besondere Form (a, b5,c) mit der 
Diskriminante D nur möglich ist, wenn diese Form mit einer der 
Formen | 
r?— D 
(30) (m, Ei ya ), 


in denen r jede der verschiedenen Wurzeln der Kongruenz 


(31) "=D (mod. 4m) 





bedeutet, eigentlich äquivalent ist, da jede eigentliche Darstellung 
«,y von m durch (a,b,c) zu einer bestimmten Wurzel r dieser 
Kongruenz gehört und eine Transformation von (a,5b,c) mit der 
Determinante + 1 in die entsprechende Form (30) ergibt, daß aber 
auch umgekehrt aus jeder solchen Transformation 
s=oXr +Pfy, yeyatoy 

eine zur Wurzel ” gehörige Darstellung @,y von m durch (a,b, ce) 
erhalten wird. Um daher sämtliche vorhandenen eigentlichen Dar- 
stellungen von »» durch (a,b,c) zu finden, stellt sich folgende Regel 
heraus: 

Man denke sie sich, je nachdem sie zu den einzelnen Wurzeln 
der Kongruenz gehören können, in verschiedene Darstellungsgruppen 
verteilt. Um die etwa zur Wurzel r gehörigen zu finden, versuche 


2 


man, ob die Form (a,b,ec) mit der Form Im, r, ee 
ist, oder nicht. — was nach den in Kap. 5 vor. Abschn. entwickelten 
Methoden ausführbar ist —; im letzteren Falle gibt es keine zu 
dieser Gruppe gehörigen Darstellungen. Andernfalls findet sich eine 

2—-D 
Transformation (27) von (a, b,c) in die Form Im, 7% a und 
daraus mittels der Formeln (29) alle diese Transformationen; indem 
man aus jeder derselben den ersten und dritten Koeffizienten heraus- 
nimmt, gewinnt man alle zur Kongruenzwurzel = gehörigen Dar- 


stellungen von m durch (a, b,c) mittels der Formeln 
Abo 


(32) 04 6) h cu’, y=au ) —- ee v, 





) äquivalent 
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wenn man darin für /,« alle ganzzahligen Lösungen der Pellschen 
Gleichung gesetzt denkt. Wird dies für jede der verschiedenen 
Kongruenzwurzeln r durchgeführt, so erhält man die sämtlichen 
Gruppen von Darstellungen, deren die Zahl m durch die Form 
(a,b,c) fähig ist. Da die Anzahl der Lösungen ti, « der Pellschen 
Gleichung eine endliche oder unendlich große ist, je nachdem D 
negativ oder positiv ist, wird für eine überhaupt durch die Form 
(a, b, c) darstellbare Zahl je nach diesen beiden Fällen die Anzahl 
ihrer Darstellungen ebenfalls endlich bzw. unendlich groß sein. 
Indem hierbei sukzessive für (a,d,c) jede der Formen gewählt 
wird, welche ein Repräsentantensystem für die Diskriminante D aus- 
machen, ergeben sich auf solche Weise alle eigentlichen Darstellungen, 
welche die Zahl m durch das Formensystem jener Diskriminante D 
verstattet, und aus ihnen können ihre Darstellungen durch jede 
andere Form mit derselben Diskriminante, wie a. a. OÖ. bemerkt 
worden ist, mittels der Transformation hergeleitet werden, welche 
diese Form in den ihr äquivalenten Repräsentanten verwandelt. 


Beispiel. Um die Theorie der Darstellung einer Zahl durch 
eine quadratische Form und andere der früher entwickelten Lehren 
zu erläutern, betrachten wir an dieser Stelle ausführlich ein Beispiel. 
Es handle sich um die Darstellung der Zahl m —=21 durch eine 
gegebene Form mit der positiven Diskriminante D= 37. 

Vor allem stellen wir ein Repräsentantensystem für die Formen 
mit dieser Diskriminante auf und suchen zu diesem Zwecke alle 
reduzierten Formen (a,b, ce). 

Für diejenigen mit positivem a liegt 5 (nach Abschn. I, Kap. 5, 
Nr. 19) zwischen O und — 37 und kann also nur einen der Werte 


a ee EI 


oder vielmehr, da es wegen 





(1’) b?—4ac= 31 
ungerade sein muß, nur einen der Werte — 1, —3, —5 haben. Für 
b= —1 liegt 2a zwischen —1-+Y37 und 1-+Y37, «a kann also 
nur 3 sein, und dementsprechend ist wegen 

r bE—37 
2) | A 
c=—3; dies gibt die reduzierte Form 


Ber 1:2): 
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Für b»=—.3 findet sich 2a@ zwischen —3 + Y37 und 3-+-Y37, 
also « als eine der Zahlen 2, 3, 4, denen aber kein ganzzahliges - 
entspricht. 

Fürd=—5 liegt 2a zwischen en und 5-37, also 
kann a nur einen der Werte 1, 2, 3, 4, 5 haben, aber nur den 
Werten «=1, a=35 gehören ER Werte c=—3,c—=-]1 
resp. zu; man findet also noch die beiden reduzierten Formen 


r=(, #205 — 3% =%, == 05 in 


‘Bei den reduzierten Formen mit negativem «a liegt 5 zwischen OÖ 
und /37, kann also nur einen der Werte 1, 3, 5 haben. Für b=1 
liegt dann 2a zwischen 1—Y37 und —1-—Y37, a also müßte —3 
sein, wofür dann c—=3 wird, und die reduzierte Form 


h=(-3, L, 3) 


hervorgeht. Für 5=3 fände sich 2a zwischen 3 — Y37 und —3— 37, 
also « gleich einem der Werte —2, —3, —4, denen aber wieder 
kein ganzzahliges e entspricht. Für 5=5 dagegen liegt 2@ zwischen 
5—Y37 und —5—y37, also hätte «a einen der Werte —1, — 2, 
—3, —4, —5, von denen aber nur = —1, —3 ganzzahlige 
Werte c=3,1 resp. ergeben, also zu noch zwei weiteren reduzierten 
Formen 


k=(1,5, 3), k=03,5,1) 


führen. Es gibt somit im ganzen sechs reduzierte Formen. 
Ihre ersten Wurzeln sind 








1+737 __5+1J37 54737 
1] 6 W, — 5) i (d; — 6 : 
ze VaT 5 — Y37 5 — Y37 


die zweiten Wurzeln der drei letzten Formen aber 


‚143437 eberst IH 
RS ee 


& 


also mit den ersten Wurzeln der drei ersten Formen identisch, und 
somit gibt es nur die drei reduzierten Zahlen ®,, w;, @; der Ge- 
samtheit 2. Nun ist aber 
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1+y37 yBT—5 | 12° 1 

am ago nat ir — 

e 6 Ei "o/sT 5) e 
5-+/37 Y3T7—5 12 

a an ———— -m—_ -5h en 

? 2 9 Fond — 

ee Pe oe * 1 





ge een 1 =, 
6 (37 +1) 0, 
Demnach erhält man die Kettenbruchentwicklungen 


[s=l, @,| 
o—=[|1,5, @; | 
a H: 7], | 
o—|i, DIELsch, @,| 
o—=[|1.5,1,1,5, | 
o—=|1,5,1,1,5,1, oJ 


usw. Die Näherungsbrüche des letzten Kettenbruchs sind 


1.1.6 7°13.7278.80 +72 


0771575776217 °.61° 722 72 E61 
Hiernach gibt die zweite der Formeln (3’) 


68-1 a 
er lie, 


die vierte derselben 


130, +7 


Ita.-HG 13-6-—-7-11l=1, 


0 
d.h. w und w, sind eigentlich äquivalent mit w,, woraus nach 
Abschn. I, Kap. 5, Nr. 13 auch die eigentliche Äquivalenz der 
Formen f,, f, fs hervorgeht. Ebenso erkennt man die eigentliche 
Äquivalenz der Formen fı, f, fs. da deren zweite Wurzeln mit 
$,,%,, Ws identisch sind. 
Endlich geht aber auch /, aus f, hervor durch die Transformation 
: Nick Yy, = a’ 
mit der Determinante 41, also sind auch /, fı und deshalb alle 
sechs reduzierte Formen miteinander eigentlich äquivalent. 
Ist nun aber (a,5,c) irgendeine Form mit der Diskriminante 37 
und hat sie eine positive Wurzel », so ist diese als eine positive 
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Zahl der Gesamtheit 2 mit einer reduzierten Zahl derselben, d. i. 
mit einer der drei Zahlen w,, ©, «, äquivalent, und da diese selbst 
äquivalent sind, so ist es & mit w,, es. besteht also eine Beziehung 


ar _ eo +P 
4’) ee re 


worin @ö—ßBy= +1. DBeachtet man aber die aus der dritten der 
(Gleichungen (3°) hervorgehende Beziehung 


A 


1 [2 





mit 7-5 —-6-.6=-—1, 


welche, wenn dieser Wert von w, in (4) eingesetzt wird, 


ER 
ya, + 0 


ergibt, so ist nun entsprechend 


e«ö — By —=lad—Py)-(T-5—6:-)=H+l. 





Die Wurzel w der Form (a, b, c) erweist sich also der ersten 
Wurzel w, der Form /, sowohl eigentlich als uneigentlich äquivalent. 
Da nun ö 
„eis sp re we 
ä 6 6 6yar+ı) 








oder 
1 eh Ne 
Pas en ne Ei 





(9, eg 


’ 


also w, mit w, eigentlich äquivalent ist, so sieht man, daß » auch 
der andern Wurzel «; der Form f, sowohl eigentlich als uneigentlich 
äquivalent ist. Aus der eigentlichen Äquivalenz der gleichnamigen 
Wurzeln zweier Formen ergab sich nach der angeführten Stelle die 
eigentliche Äquivalenz der Formen, und genau ebenso folgt aus der 
uneigentlichen Äquivalenz der ungleichnamigen Wurzeln die un- 
eigentliche Äquivalenz der Formen. Hiernach ist (a, d, c) der 
Form f, sowohl eigentlich als auch uneigentlich äquivalent. Hätte 
(a,b,c) keine positive Wurzel, so gälte dies doch von der ihr un- 
eigentlich äquivalenten, entgegengesetzten Form (a, —b, c); da diese 
somit nach dem eben Bewiesenen mit /, eigentlich und uneigentlich 
äquivalent wäre, so ergäbe sich auch dann für die Form (a, b, e) 
das gleiche. Hieraus erkennt man schließlich, daß alle Formen mit 
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der Diskriminante 57 nur eine einzige Klasse untereinander eigent- 
lich wie uneigentlich äquivalenter Formen bilden, als deren Re- 
präsentant die Form /, gewählt werden kann. 

Ferner erschließt man aus der Beziehung (5’), indem man, den 
Formeln (13) dieses Kapitels entsprechend, 


Zi AN 
Sr 


setzt, in den Werten 


1, Buß, u 








t=12, u=2 
eine ganzzahlige Auflösung der Gleichung 
Rr— Tu —4. 

Aus der letzten der Gleichungen (3’) folgt die weitere Beziehung 











ee 85 o, +72 
1 120,461 
. und, indem man jetzt 
Zu an ae —_—=6 
setzt, findet man in den Werten 
(6) AB nu 24 
die Fundamentalauflösung der Pellschen Gleichung 
(7’) r — 37 uW—=4. 
Demnach liefert die Formel 
(8) let —=+(73 +12. Y37)' 


alle Lösungen derselben, wenn » alle ganzzahligen Werte durchläuft. 
Ihr zufolge sind ?, « stets gerade Zahlen, und daher 


i U 


i Do Bas 

die Auflösungen der Gleichung 
| e—ııy=l1l, 

deren Fundamentalauflösung also =73, y=12ist. Z. B. ergibt 

sich aus (8°) für a—=3 und für das obere Vorzeichen 


T+vy37 =(13 + 1237)’= 1555849 + 255 780 - 37, . 
also 


Baehmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie, 13 
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(9”) t=1555849, ' v=255780 
und man findet in der Tat 
1 555 8492 — 37 - 255780? = 1. — 


Dies vorausgeschickt, suchen wir nun alle eigentlichen Dar- 
stellungen der Zahl m=21 durch eine beliebige der Formen mit 
der Diskriminante 37, z. B. durch deren Hauptform 


(10°) =r?+2y—9Iy”. 


Dazu ist zunächst festzustellen, ob solche Darstellung überhaupt 
möglich, d. h., ob die Kongruenz 


(11’) «?=37 (mod. 4m = 84) 

auflösbar ist. Soll dies der Fall sein, so muß auch jede der drei 
Kongruenzen 

(12°) x?=37 (mod.4), &?=37 (mod.3), 2?=37 (mod.7) 
auflösbar sein. Dies trifft hier zu und ihre Wurzeln sind resp. 
(13’) =+1 (mod.4, z=+1 (mod.3), =+3(mod.T); 


in der Tat befriedigen diese Werte von x die betreffende der Kon- 


gruenzen (12’), und jede der letzteren hat nur zwei Wurzeln, die 


zweite und die dritte, da ihr Modul eine Primzahl ist, die erste, da 


- jede ihrer Lösungen ungerade sein, also eine der beiden Formen 


4n+1 haben muß. Ist nun andererseits x eine Zahl, welche die drei 
Kongruenzen (12°) gleichzeitig erfüllt, so ist &?—1 teilbar durch jede 


der Zahlen 4, 3, 7, also auch durch ihr Produkt, und demnach ge- 


nügt dann & auch der Kongruenz (11’). Um also alle Wurzeln der 
letzteren zu finden, hat man alle (mod. 84) inkongruenten Zahlen x 
zu ermitteln, welche den Bedingungen 


(14’) cs=u (mod.4), z=v (mod.3), c=w (mod.T) 


gleichzeitig genügen, während «, v, w jede .der acht Kombinationen 
bedeuten, welche die in bezug auf diese Moduln nach (13’) für £ zu- 


lässigen Reste gestatten. Nach Abschn. I, Kap. 2, Nr. 4 ist es mög- 


lich, für jede dieser Kombinationen den Bedingungen (14’) zu genügen, 
und bilden die ihnen genügenden Zahlen & je eine einzige Rest- 
klasse (mod. 84); demnach hat die Kongruenz (11’) acht Wurzeln. 
Um sie zu finden, d.h. eine den Bedingungen (14’) genügende Zahl 
zu ermitteln, kann man folgendermaßen verfahren. Man bestimme 
zunächst die Hilfszahlen 4, w, v’ durch die Bedingungen 
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(15’) 3.7Y=1 (mod.4, T4wW=1 (mod.B), 
| 43vV=1 (mod.7); 
solche Zahlen sind z. B. 
Ele — I ee: 


dann leistet die Zahl 
(16) c=3:.7NWu+T-4Wv+4-3VYw (mod. 84) 


den Kongruenzen (14’) Genüge, wie unmittelbar erkannt wird, wenn 
man vorstehende Kongruenz, statt auf den Modul 84, auf seine Teiler 
4, 3, 7 als Moduln bezieht und (15’) beachtet. Setzt man demzufolge 
der Reihe nach ! 























vw=+1|—-1|/—-1|+1|/+1!—1|/+1| 1, 
v=+1/—-1/+1/|—1 —1|+1|/ +1| —1, 
w=+3|—3| +3|—3 +3|—3|—3|/ +3, 
so finden sich entsprechend die Wurzeln 
(17°) —11, +11, +31, —31, +17, —17, +25, —25 


(mod. 84) der Kongruenz (11’), und daraus folgen acht Formen von 


2—D : 

u bezeichneten Art: 
Am 

AR=@l,-+1, 2, R=(0l, —1, 1), 

(18°) BR. -=(21,43[1,:1H), M,—=(@1l, —31, 11), 

R=(@l,.+17, 3), F,=(21, —- 17, 3), 

rR=(@21, +3 9), #PAB-ll, —25, 7%. 


der oben mit (m r, 


Dem zuvor Bewiesenen zufolge sind sie sämtlich mit / eigentlich 
(und uneigentlich) äquivalent, und es gibt also zu jeder der acht 
Kongruenzwurzeln eine zugehörige Gruppe von unendlich viel eigent- 
lichen Darstellungen der Zahl 21 durch die Form f. Um aus jeder 
dieser Gruppen je eine Darstellung zu ermitteln, entwickle man die 
ersten Wurzeln 








3" Lan 
4-7 a 
a 31 A 


13* 
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der Formen F,, Fa Fe, Fg In ihre Kettenbrüche, bis man, was nach 
Abschn. I, Kap. 5, Nr. 18 notwendig en: zum Schlußnenner wo, 
gelangt. Man findet so 





23=[0, 2,25, 1, Sg 
2,=|9 171, al, 
%,—=[0,1,1,4, 1, o,]= De 
%—|0, 1, 2, Me 


Sind ferner 


_— 11 +37 
en, 
— 831 +37 
MALEN 

—17 +37 

ran 

— 25 +37 
Dei 


die ersten Wurzeln der Formen F\, F3, F,, Fr so ist 


wenn 2, die zweite Wurzel von F\, bezeichnet, woraus offenbar sich 


0 130 +11 
EB a DT 


137% 
oder wegen en sich 
1 


o ee un, 
ergibt; ebenso findet man 
Re U RD 
Fi 8W,— 9’ 
\N—50, +6 
nimm 9w,— 11’ 
Q, -ZT rn 
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Aus diesen Gleichungen fließen umgekehrt die folgenden: 


en 38.11-43.00 1 
3 27.31.21 
1 9-7 — 828 =—l 
a a eg 
En 908 
nt 
ag 9 6-5-u-—1 
et ee 
aa 1-2 — 1-3=—1 


Andererseits ist die Kettenbruchentwicklung der ersten Wurzel 


AR en 
der Hauptform f diese: 
W = 2, 1, o;] 


oder auch 
o=|2, r 1, 5, 1% 0]; 


woraus sich sowohl 


z 3% +2 ge 
(20) u —= Re, 3:1—2-1=1 





als auch 


"880, + 28 Bert 


ergibt. Verbindet man also die Formel (20°) mit der ersten, vierten, 
fünften und siebenten, dagegen die Formel (21’) mit den übrigen der 
Formeln (19’), so gelangt man zu den Gleichungen 
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en 150:24— 61-91 
0 er 

- er 521-181 — 460-2051 
ag, an, 
ent 51:11—28-20—1 
og 1 ae 

- 40; 11.3 8-4=1 
—51:9+23:.20—=1, 


denen zufolge 


£ f übergeht | durch die Transformation 
in A c=150«-+6ly, y—= 59x + 24, 
in Em OR y= 112 
in FR c=5210+460y, y=205«-+181y 
in F, = —6b+dy, y= x — y 
in = blr +28, y= De +1l1ly 
in % = 1 —3y, y= Ad—y 
in F Bee 1X+8y, y—= 4+3yY 
in SH rei. — 23y, = 200% — I. 


Hiernach liefern die Werte 


160,-99:45,.1379277203: 
r=11, —11l, 31, 


—6,1; 51,20; 11,4; 11,4; 51,20; 

—31, 17, —17, 25, —25 . 
(mod. 84) 

je eine Darstellung der Zahl 21 durch die Form f aus der durch die 


beigefügte Kongruenzwurzel bezeichneten Darstellungsgruppe. Diese 
Gruppen selbst werden dann erhalten, wenn in den Formeln 





r m” Eu ne € Ps A Eee vr BE v4 a IE Te wir vr) + a 
de Er ne TR Due de al I FE ER N Fe a Ar si, 
5 PR Se ei Fe zZ “ . « 7 

Br x ß S 











2. Kap. Die Einheiten des quadratischen Körpers. Nr. [2 199 
Eye Deren 
2 * 2 
welche die Formeln (32) dieses Kapitels für den hier vorliegenden 
Fall a=1, b=1,c=-—.9 sind, für A, v die bzw. angegebenen 


Werte, für #, « aber alle durch die Gleichung (8’) gegebenen Auf- 
lösungen der Pellschen Gleichung gesetzt werden. Z.B. geben die 
Formeln 








Ba ya Alkdunl. 
ER 2 2 
die zur Wurzel — 11‘ gehörige Gruppe; für =2, u=0 liefern sie 
die Darstellung 5, 1 obiger Tabelle; setzt man für ?t, « die Funda- 
mentalauflösung 146, 24, so findet man die Darstellung 521, 205. 
Ebenso liefern die Formeln 





N ERLITTEN We 
2 2 
die zur Wurzel — 31 gehörige Gruppe, und z.B. für = — 146, 
u=— 24 die Darstellung 150, 59. Hieraus, wie auch schon aus der 


obigen Tabelle, ersieht man, daß ein und dieselbe Darstellung «, y 
als in zwei verschiedenen Darstellungsgruppen befindlich sein kann 
je nach der Wahl der Zahlen %, d in der Gleichung 


ad—PBy=1. 


In der Tat ist in Nr. 4 des 5. Kap. des Abschn. I gezeigt worden, 
daß zwar, wenn #,y durch eine andere Lösung 


P=Pter, !=ödt+rYyr 
jener Gleichung ersetzt werden, der Ausdruck 
r=2aa+by)B+(ba+2ey)d, 

welcher die der Darstellung «@, y der Zahl m zugehörige Wurzel an- 
gibt, (mod. 4m) unverändert bleibt, so oft x eine gerade Zahl ist; 
für ungerade x dagegen entsteht ein Wert o, welcher mit r 
nur (mod. 2») kongruent ist, und in der Tat sind in der obigen 
Tabelle die Zahlenpaare 11, — 31; — 11, 31; 17, — 25; — 17T, 25, 
denen die gleiche Darstellung zukam, je zwei (mod. 42) kongruente 
Zahlen. Die obigen acht Darstellungsgruppen stimmen infolge davon 
paarweise überein und reduzieren sich auf nur vier verschiedene, 
welche etwa durch die Darstellungen 


5,1; —6, 1; 11, 4; 51, 20 
repräsentiert werden können. 
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Drittes Kapitel. 


Die Teilbarkeit im quadratischen Körper. | 
1. Nach Ermittlung aller- Einheiten des Körpers $ handelt es 
sich nun um die genauere Untersuchung der Zerlegung seiner Zahlen 
in einfachste Faktoren, wie sie der Zerlegung der rationalen ganzen 
Zahlen in Primfaktoren entspricht. In Nr.1 des vorigen Kapitels 
ist in dieser Hinsicht bereits festgestellt, daß jede ganze Zahl Z des 
Körpers nur in eine endliche Anzahl (von Einheiten verschiedener) 
Faktoren zerlegt werden kann. Diesem Analogon mit der Theorie 
des rationalen Zahlenkörpers tritt nun aber ein fundamentaler Unter- 
schied zwischen dieser und der Theorie des quadratischen Zahlen- 
körpers gegenüber: die Zerlegung der Zahl £ in nicht weiter zerleg- 
bare Faktoren ist hier im allgemeinen nicht, wie im rationalen Zahlen- 
körper, nur auf eine einzige Weise möglich, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt: eine unzerlegbare Zahl & ermangelt im allgemeinen 
der für Primzahlen charakteristischen Eigenschaft, daß ein Produkt 
zweier Zahlen nur dann durch sie teilbar sein kann, wenn es einer 
seiner Faktoren ist. So ist, um ein von Dedekind gegebenes Beispiel 
anzuführen, im Körper & Vz -5), dessen sämtliche ganze Zahlen die 
Form r+ sY—5 mit ganzzahligen r, s haben, die Zahl — 1425, 
wie man sich leicht überzeugt, auf keine Weise in ganze Faktoren 
der angegebenen Form zerlegbar, man findet aber 


N-1+2Y-)=21=3-7, 


und doch erweist sich keiner der (gleichfalls unzerlegbaren) Fak- 
toren 3, 7 teilbar durch —1+ 2y—5, und die Zahl 21 somit auf 
zwei wesentlich verschiedene Arten als Produkt von unzerlegbaren 
Faktoren dargestellt. Dies zeigt an, daß für die Teilbarkeit der 
ganzen Zahlen in die unzerlegbaren ganzen Zahlen des Körpers 
nicht die letzten Elemente, nicht die eigentlichen Grundfaktoren der 
Zerlegung ausmachen können. Um diese zu ermitteln, bedarf es 
einer anderen Auffassung der Teilbarkeit. 

2. Man bemerke, daß, wenn eine ganze Zahl 5 des Körpers 
durch eine andere 5 teilbar, also ({=y-Z£ ist, wo auch y eine Zahl 
des Moduls g bedeutet, nicht nur { selbst, sondern mit ihr auch das 
gesamte Hauptideal 9ö im Hauptideal g& enthalten ist, wie denn 
auch umgekehrt, wenn letzteres der Fall ist, die Zahl (=1-[ 
selbst eine Zahl dieses Hauptideals, mithin von der Form {=y-8, 
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d. h. teilbar durch & ist. Hiernach kommt es ganz auf dasselbe hinaus, 
ob man sagt, & sei teilbar durch &, d.h. & ein Teiler von £, oder 
ob man sagt, das Hauptideal g{ sei enthalten im Hauptideale g£. 
Obwohl dann also in Wahrheit g9{ nur einen Teil von g& ausmacht, 
wollen wirdoch, um den Ausdruck dem Verhältnisse zwischen der 
Zahl & und ihrem Teiler & anzupassen, das Ideal g& einen Teiler 
des Ideals g{ oder letzteres durch das erstere teilbar nennen. 
Ueberhaupt setzen wir die Definition fest: 

Ein Ideal 5 heiße teilbar durch ein Ideal 7’ oder 
letzteres ein Teiler des ersten, wenn jin 5’ enthalten 
ist, d.h. wenn alle Zahlen des Ideals 5 auch Zahlen des 
Ds ’ sind. 

Der Nutzen dieser Ausdrucksweise wird sich in Kürze heraus- 
stellen; er tritt schon darin zutage, daß wir den Satz, eine Zahl & 
sei teilbar durch &, durch den völlig gleichlautenden wie gleich- 
bedeutenden: das Ideal g{ sei teilbar durch g£&, ersetzen dürfen. 

Der gegebenen Definition zufolge ergibt sich weiter, daß, wenn 
ein Ideal 7 teilbar ist durch ein Ideal 7’, dies letztere aber teilbar 
durch ein Ideal 7”, auch 7 durch 57” teilbar ist; denn, wenn die Zahlen 
von j zu denen von 7’, die letzteren aber zu den Zahlen von 7” 
rechnen, so gehören auch die ersteren den Zahlen von 7” an. 

Das Ideal 9 hat offenbar keinen Teiler außer sich selbst, denn 
es ist in keinem anderen enthalten. Jedes andere Ideal 7 hat jeden- 
falls den Teiler g oder ist teilbar durch g, denn alle seine Zahlen 
sind ganze Zahlen; desgleichen hat 7 den Teiler ;, da es in sich 
selbst enthalten ist. Wir weisen zunächst nach, daß es nur eine 
endliche Anzahl von Teilern besitzt. 

Hierzu wollen wir zeigen, daß eine gegebene rationale ganze 
Zahl m nur einer endlichen Anzahl von Idealen angehören kann. In 
der Tat, jedes Ideal hat die Form s-[a, A + 0], worin O<h<a ge- 
dacht werden kann, da, wenn man A=aqg+Hh mit O<h’<a, und 
& =xc-+gy setzt, die Gesamtheit der Zahlen ac +(k+0)y mit 
der anderen Gesamtheit ax, + (?’ + 0) y übereinstimmt; da dann aber 
sa die kleinste rationale Zahl ist, die es enthält, so ist jede andere 
darin enthaltene Zahl dieser Art ein Vielfaches von sa, denn unter 
allen Zahlen von der Form sa-c-+s(k-+0)-y sind nur diejenigen 
rational, für welche „=0, d.h. die Vielfachen von sa. Soll also m 
darin enthalten sein, so muß m solch ein Vielfaches oder sa ein 
Teiler von m sein. Demnach gehört m nur denjenigen Idealen an, 
für welche s, a eine Zerlegung eines Teilers d von m in zwei Fak- 
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toren darstellen, und da sowohl die Anzahl der Teiler d von m, als 
auch diejenige der Zerlegungen eines jeden von ihnen in zwei 
Faktoren nur eine endliche ist, so kann gewiß auch die Anzahl der 
Ideale, denen m angehört, mit Rücksicht auf die Ungleichheiten 
O<h<a nur eine endliche sei. 

Dies vorausgeschickt, sei jetzt 57 ein Gagcben Ideal und 7 
irgendeiner seiner Teiler. Dann muß, wie jede Zahl von 7, so ins- 
besondere auch die darin enthaltene kleinste rationale ganze Zahl 
dem Ideale 7’ angehörig sein; da sie aber nach dem eben Bewiesenen 
nur in einer endlichen Anzahl von Idealen enthalten sein kann, so 
kann auch die Anzahl verschiedener Teiler 7’ von 7 nur eine end- 
liche sein. 

3. Nun sei j=j, 7, das Produkt zweier Ideale. Man sieht leicht 
ein, daß jeder der beiden Faktoren 7,,7% ein Teiler von 5 ist. Denn 
die Zahlen des Produkts entstehen .bekanntlich, wenn die Zahlen in 5, 
mit den Zahlen in 5, multipliziert und solche Produkte nach Be- 
lieben zueinander addiert werden. Wenn aber die Zahlen von 7, mit 
Zahlen von 75, d. h. mit ganzen Zahlen multipliziert werden, so ent- 
stehen der Definition eines Ideals zufolge Zahlen in 5,, und Summen 
solcher Zahlen gehören, da das Ideal ein Modul ist, wieder zu 7; 
demnach sind alle Zahlen des Produkts 7,7 d.h. des Ideals 7 
in j, enthalten oder 57, ein Teiler von j, und ganz aus den gleichen 
Gründen ist 7, ein Teiler von 7. 

Nun aber fragt es sich — und dieser Punkt ist der feste 
Punkt, auf dem die ganze Lehre von der Teilbarkeit im 
Körper $! beruht —, ob auch umgekehrt jeder Teiler eines Ideals 
j als ein Faktor desselben aufgefaßt werden, mit anderen Worten, 
ob, wenn das Ideal 57 durch ein Ideal 5, N ist, ein anderes 
Ideal j, so angegeben werden kann, daß J=jJ,:% wird. Wir zeigen 
leicht auf Grund des indamehnen Satzes am Schlusse des ersten 
Kapitels, daß diese Frage zu bejahen ist. 

Wenn nämlich 5, ein Teiler von 7, also 5 in I enthalten =; so 
ist für jedes Ideal 7’ offenbar auch das Produkt 5-7’ enthalten in 7, 5”. 
Nach dem angeführten Fundamentalsatze können wir aber das Ideal j’. 
so wählen, daß das Produkt 5,.7 ein Hauptideal g& wird; somit. 
werden dann auch alle Zahlen des Ideals 7-7’ Vielfache von £&, d. i. 
von der Form y-&, wo y eine ganze Zahl des Körpers bezeichnet. 
Die Gesamtheit 5, dieser Zahlen y bildet aber einen Modul, da, wenn 
y& und y’& zwei Zahlen i in 7-7 sind, auch ihre Summe und Differenz 
(Y. +y”)& Zahlen in 7 -j' und somit Y+ y" Zahlen der Gesamtheit 5, 


ig 
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sind. Sie ist aber zudem ein Ideal, denn, ist { irgendeine ganze 

Zahl des Körpers, so gehört mit y& zugleich auch £-yE=Ly-E 

dem Ideale 7-7’, und somit zugleich mit y auch [y der Gesamtheit 5, 

an. Da man nun setzen darf J-7 =37, -&, so folgt weiter 
IHIFIR:5 oder J-g5-jhn'd, 

d.h. wegen 95=j7 einfacher 57-5 =7,7% 5, also auch J—=j, 5. 

Man erkennt auf Grund dieser Überlegungen nunmehr die 
völlige Identität der beiden Begriffe „Teiler“ und 
„Faktor“ eines Ideals. 

4. Da wir nun in Nr. 2 die Teilbarkeit einer Zahl Z durch eine 
andere Zahl & durch die Teilbarkeit des Ideals gZö durch das 
Ideal g9& ersetzt haben, werden wir naturgemäß zu der allgemeineren 
Frage nach der Teilbarkeit der Ideale überhaupt geführt. Wir werden . 
sehen, daß diese von Gesetzen beherrscht wird, die ganz mit den 
für die Teilbarkeit der rationalen ganzen Zahlen geltenden überein- 
stimmen, und werden auf diese Weise schließlich auch die Teil- 
barkeit der ganzen Zahlen des quadratischen Körpers auf die Teil- 
barkeitsgesetze des rationalen wieder zurückführen können. Wir be- 
ginnen diese Entwicklung mit der Einführung einiger einfachen Begriffe. 

Sind ji, Js zwei Ideale und bedeuten allgemein [,, (, die in 
jedem derselben resp. enthaltenen Zahlen, so ist die Gesamtheit 7 
der Zahlen £, + &, wieder ein Ideal. In der Tat ist sie zunächst ein 
Modul, denn, sind &/, &| zwei der Zahlen £, und & 5.65 . zwei der 
Zahlen £,, so gehören Bars und Lu Fo Tesp, den Tdealen j, und 
j,, und somit 


GE FTErW)ZSUESrEHG) 


der Gesamtheit 5 an, die sonach zugleich mit zwei ihrer ‚Zahlen 
G+&,{%+{& auch deren Summe und Differenz enthält. Die Ge- 
samtheit j ist aber zudem auch ein Ideal. Denn, ist y irgendeine 
ganze Zahl des Körpers, so gehören mit Z,, &, auch y{,, y& den 
Idealen 7,, 7, resp. und deshalb gehört zugleich mit %, +& auch 
yau+ty&=y(& +L&) der Gesamtheit j an, d. h. jede Zahl in 5 
gibt mit irgendeiner Zahl y in g multipliziert wieder eine Zahl in 7, 
' und daher ist 7 ein Ideal. Da nun jeder Modul, also auch jedes 
Ideal die Null enthält, so finden sich unter den Zahlen &, +&, auch 
die Zahlen £, +0, d. i. alle Zahlen des Ideals j,, sowie die Zahlen 
0+J&,,d.i. alle Zahlen des Ideals 7,, also sind 7,, J, beide ent- 
halten in 7 oder teilbar durch 7 und das Ideal J ist ein gemein- 
samer Teiler von j, und 7,. Bezeichnet ferner 7’ irgendein Ideal, 
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das gemeinsamer Teiler von 7, und 7, ist, in welchem nämlich alle 
Zahlen Z, von 7,, wie alle Zahlen [, von 7, enthalten sind, so enthält 
es auch alle Zahlen {[,-+&,, d. h. das Ideal 7; demnach ist 7 teilbar 
durch 7’, d. h. jeder gemeinsame Teiler von 7, und 5, ist ein Teiler 
des besonderenihnen gemeinsamen Teilers 7, welcher wegen dieser 
Analogie mit dem Verhalten der gemeinsamen Teiler zweier rationaler 
ganzer Zahlen der größte gemeinsame Teiler der beiden 
Ideale 7,,7, genannt werden soll, obwohl er tatsächlich von allen 
ihnen gemeinsamen Teilern den kleinsten Umfang an Zahlen hat. 
Nach der Bildungsweise der Zahlen dieses Ideals 7 aus den Zahlen 
von 7, und 7, schreiben wir 
(1) INT I: 

Ist der so definierte größte gemeinsame Teiler zweier Ideale 7, , 73 
gleich g, so werden die Ideale 7,,7, zwei relativ prime Ideale 
genannt; solche sind also charakterisiert durch die Gleichung 


(2) tr. 

5. Dem größten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen steht ihr 
kleinstes gemeinsames Vielfaches gegenüber. Auch hierfür gibt es 
ein Analogon in der Theorie der Ideale. Sei jetzt 7 die Gesamtheit 
der Zahlen, welche zwei gegebenen Idealen 7,,7, gemeinsam sind; 
solche gibt es abgesehen von der ihnen gewiß gemeinsamen Zahl 
Null, denn z. B., enthalten 37,,7, die kleinsten rationalen Zahlen 
Ss} 4, 54, Tesp., so enthalten sie beide die Zahl s, a,» a, und alle 
deren Vielfachen. Diese Gesamtheit 7 bildet wieder ein Ideal; denn, 
sind {, £” zwei Zahlen derselben, also zugleich in 5, und 5, enthalten, 
so sind auch [’+{L” sowohl in 5, wie in 7, und daher auch in der 
Gesamtheit 7 enthaltene Zahlen; desgleichen gehört, wenn y irgend- 
eine Zahl in g bedeutet, mit einer Zahl Z auch das Produkt y{ 
gleichzeitig den Idealen 7,,7, an, d. h. jede zu 7 gehörige Zahl gibt 
mit irgendeiner Zahl in g multipliziert wieder eine zu 7 gehörige 
Zahl; mithin ist 7 ein Ideal. Da alle seine Zahlen sowohl in 7, als 
in 7, enthalten sind, d. h. da j sowohl durch 5, als auch durch 5 
teilbar ist, darf 7 ein gemeinsames Vielfaches von 7,, 7, genannt 
werden. Bezeichnet aber 57’ irgendein gemeinsames Vielfaches von 
jı,J, nämlich ein Ideal, dessen sämtliche Zahlen sowohl in 7, wie in 
j, enthalten sind, so gehören diese ja zu den Zahlen der Gesamtheit 
j, d. h. 7’ ist teilbar durch 7 oder ein Vielfaches von 5. Man findet 
also: Jedes gemeinsame Vielfache der beiden Ideale 7,,7, ist ein 
Vielfaches des besonderen ihnen gemeinsamen Vielfachen 7, 
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welches wegen dieser Analogie mit der rationalen Zahlentheorie als 
kleinstes gemeinsames Vielfaches von 7J,,% bezeichnet 
werden soll, obwohl es tatsächlich von allen ihnen gemeinsamen 
Vielfachen den größten Umfang an Zahlen aufweist. 

6. Sind zwei Ideale 7,, j, relativ prim, so ist der 
größte gemeinsame Teiler von 7,:5J und 7, wo auch 7 ein 
Ideal, gleich demjenigen von 7 !und 5. Nach der Voraus- 
setzung ist nämlich 7, +7, = 9, also auch 


(3) EN 
Um die Zahlen des linksstehenden Produkts zu erhalten, sind be- 
kanntlich alle Zahlen Z in 7 mit allen Zahlen &, + [; des Ideals J, +7, 


zu multiplizieren und die Summen solcher Produkte zu bilden, so 
daß jede Zahl des Ideals (7, + 5.)5 mit Hilfe des Summenzeichens 


durch 


darstellbar, d.h. eine Zahl des Ideals J,7 +3.) ist. Da aber um- 
gekehrt jede Zahl des letzteren die Form 


AR >= > ss ICHS 055 
hat, unter [’, £” Zahlen in 7 verstanden, und hiernach auch eine Zahl 
des Ideals (7, 4 7,)7 darstellt, so sind ersichtlich die Ideale 7,9 + 323 
und (7, 4+,3,)7J einander gleich, und die Gleichung (3) läßt sich 
- schreiben: 
HITRI=I: 

woraus dann offenbar weiter 

HIFRITR—ITI 
hervorgeht. Da nun das Produkt 7,7, wie in Nr.3 gezeigt, durch 7 
teilbar, nämlich in 7, enthalten ist, so wird die Summe aus jeder 
Zahl in 5,5 und jeder Zahl in 7,, d.i. jede Zahl der Summe 3,7 -+ 3; 
ebenfalls nur eine Zahl in 7, sein können, mithin 7,7 + 7, enthalten 
sein in j,, während doch auch jede Zahl in 7, als Summe aus der 
in 7,5 enthaltenen Null und einer Zahl in 7,, d.h. als eine Zahl in 
%J3 +5, darstellbar oder in letzterem Ideale enthalten ist. Da 
hiernach die Ideale 7, und 77-435, sich gegenseitig enthalten, ist 
»„=nJ+t 5, und die obige Gleichung geht über in die folgende: 


(4) HE Jen de: 
welche in der Tat nichts anderes ist, als der Ausdruck des be- 
haupteten Satzes. 
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Hieraus schließen wir sogleich den wichtigen weiteren Satz: 

Sind nicht nur jJ; und %, sondern auch jJ und 5, re- 
lativ prime Ideale, so sind auch die Ideale 5J„,jJ und % 
relativ prim. Denn bei diesen Voraussetzungen besteht nicht nur 
die Gleichung 5, +32—=g9, sondern auch die Gleichung 3+52=9, 
daher nimmt die aus der ersteren erschlossene Gleichung (4) die 
Gestalt an: 
8) HITI=I 
und lehrt die Richtigkeit des Satzes. 

<. In diesen Sätzen haben wir die Grundlage gewonnen, um nun 
die Zerlegbarkeit der Ideale in eindeutig bestimmte einfache Fak- 
toren zu erweisen. Wir nennen analog mit der Theorie 
des rationalen Körpers ein von g verschiedenes Idealyj 
ein Primideal, wenn es außer den ihm stets zu- 
kommenden Teilern g und j keine anderen Teiler be- 
sitzt. Man ersieht daraus sogleich, daß irgendein anderes Ideal 75, 
entweder teilbar durch 7 oder relativ prim sein muß zu J, denn der 
größte gemeinsame Teiler der Ideale j und 57, kann nur der eine 
oder der andere der beiden Teiler g und 7 sein, welche 7 besitzt, 
in Zeichen: 

entweder 3+J1=9, oder J+A1=J; 


im ersteren Falle sind 7,7, relativ prim, im zweiten ist jede Summe 
C+QL, aus irgendeiner Zahl in 57 und irgendeiner Zahl in 7,, also 
auch die Zahl O+&,=[L,, d.h. jede Zahl des Ideals 5, in 7 ent- 
halten oder 5, teilbar durch j. Auch schließen offenbar diese beiden 
Fälle sich aus, da 7 von g verschieden zu denken ist. 

Daraus folgt weiter die wichtigste Eigenschaft jedes 
Primideals 7, daß ein Produkt zweier Ideale 7,, » nur dann 
durch 7 teilbar sein kann, wenn es einer der Faktoren ist, ein Satz, 
der dann sofort auf Produkte aus einer beliebigen Anzahl von Fak- 
toren ausgedehnt werden kann. In der Tat, ist keins der Ideale 
jı,3, teilbar durch das Primideal 7, so sind sie nach dem eben Be- 
wiesenen beide relativ prim zu 5, und daher ist zufolge des letzten 
Satzes voriger Nummer auch ihr Produkt relativ prim zu 7, d.h. 
Aratyg3>g, mithin 7,7% nicht teilbar durch 7, denn sonst wäre 
9=jı%+57 in J enthalten, was nicht sein kann, da 7 von g ver- 
schieden gedacht wird. | 

Das Ideal g spielt in der Theorie der Ideale ersichtlich die Rolle 
der Einheit. In der Tat ist stets, wie wir schon wissen, 99=J; 
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ferner ist jedes Ideal teilbar durch g, weil seine Zahlen sämtlich 
ganze Zahlen sind; deshalb ist der größte gemeinsame Teiler von g und 
irgendeinem Ideale 7 gleich g, in Zeichen: 7+g==g, denn da jede 
Zahl C des Ideals 5 auch eine Zahl in g ist, so ist auch Ö+y zu- 
gleich mit y eine Zahl in g und umgekehrt jede Zahl y in g gleich 
0+7y,d.i. eine Zahl in7 +9. 

Man sieht endlich auch leicht, daß aus jeder Gleichung 

Ih 
zwischen Idealen die Gleichheit 7=g hervorgeht; in der Tat, multi- 
pliziert man jene mit einem Ideale 7’ von der ‚Beschaffenheit, daß 
JıJ ein Hauptideal g& wird, so findet sich 7-98 d.i.75=gZ und 
hieraus ersichtlich auch 7= 9, wie behauptet. 

Hiernach darf man bei jeder Zerlegung eines Ideals in Faktoren _ 
vom Faktor g abstrahieren oder zwei Zerlegungen, die sich nur durch 
diesen Faktor unterscheiden, als miteinander identisch betrachten. 

8. Wir beweisen nun den fundamentalen Satz, daß jedes 
Ideal auf eindeutig bestimmte Weise als ein Produkt aus einer end- 
lichen Anzahl von Primidealfaktoren dargestellt werden kann. 

Zunächst hat jedes Ideal 7 einen Primidealfaktor. Entweder 
ist nämlich 7 selbst ein Primideal, und dann wäre für dasselbe der 
obige Satz schon bewiesen, denn dann verstattet 7, da es außer 7 
und g keinen Teiler hat, nur die Darstellungen 7j=j oder 7 =9,Jj, 
deren letztere nicht wesentlich von der ersteren verschieden ist. 

Oder 5 hat einen von g und 7 verschiedenen Idealteiler 7’; dann 
darf gesetzt werden 7—=3’-j,, wo auch 5, ein Ideal ist. Wäre hier 
7 noch kein Primideal, so hätte es wieder einen von Q und 7’ ver- 
schiedenen Idealteiler 7”, und man könnte setzen 7==7"-7,7,, wo auch 
Js, wieder ein Ideal bezeichnet. Wäre auch 7” noch kein Primideal, 
so könnte man wieder einen neuen Teiler 5”’ von 5” finden, könnte 
J=)J"-Jjajs Setzen und so weiter fortfahren, aber nicht ohne Ende; 
denn die Ideale 
(6) Ir das Ihdss > 
auf welche man so geführt wird, sind nicht nur sämtlich Teiler des 
Ideals 5, sondern auch untereinander verschieden, da z. B. aus einer 
Gleichung 

ART INss 
nach dem in voriger Nummer Bemerkten sich 


g—= 3 JuIs 
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ergäbe, wonach g durch ein Ideal 7, teilbar, d.i. in 7; enthalten wäre, 
was nur sein kann, wenn j,=g wäre, gegen die Voraussetzung. Die 
Reihe der Ideale (6) würde also unendlich viel verschiedene Teiler 
von j ergeben, entgegen dem Umstande, daß ein Ideal nur eine end- 
liche Anzahl von Teilern besitzt, wenn man nicht bei Fortsetzung 
des oben bezeichneten Prozesses einmal auf einen Primidealteiler 
von 7 geführt würde, den wir p nennen wollen, und so der Prozeß 
endete. Demnach darf dann gesetzt werden 

=»), 
wo nun wieder 7’ ein Ideal bezeichnet. 

Auf das letztere aber kann die gleiche Betrachtung in An- 
wendung gebracht, also 7’=p’-7” gesetzt werden, wo p’ ein Prim- 
ideal und auch 7” ein Ideal bezeichnet, dessen ersteres übrigens von 
p nicht verschieden zu sein braucht. So kann man weiter fortfahren 
und erhält dann 5”=p"-7” usw., doch aus gleicher Erwägung wie 
vorher nicht ohne Ende, man muß vielmehr in der Reihe der Ideale 


I) 3... endlich einmal auf ein Ideal 5 stoßen, welches selbst ein 
Primideal p'® ist, somit den weiteren Fortgang schließt und die Formel 
(7) I= PP Pen 9, 


d.i. die Zerlegung des Ideals ; in lauter Primidealfaktoren ergibt. 

Daß eine solche Zerlegung aber nur in eindeutiger Weise mög- 
lich ist, zeigt sich ganz ebenso wie bei der Zerlegung der rationalen 
ganzen Zahlen in Primfaktoren. Könnte man nämlich auch 


JI=rdgt...g® 
setzen, wo auch g; Q,... lauter Primideale bezeichnen, so müßte 
Ehe p-pip"., .pP—=q:gq’...gM 
sein; das Ideal zur Linken hätte also das Primideal q zum Teiler, 
was nur sein kann, wenn einer seiner Faktoren, etwa p, durch q 
teilbar ist; aber p hat als Primideal nur die Teiler p und 9, und da 
q von g verschieden ist, muß q=p sein. Dann folgte aber durch 
Multiplikation von (8) mit einem Ideale 7,, für welches p%n = q,j, ein 
Hauptideal 95 wird, die Gleichung 
5.9p pr... ...g®, 
also die einfachere Gleichung 
p’ p” Kr pe mn g’ q” ER, ga, 
die ebenso behandelt werden kann wie (8), und dann etwa die Gleich- 
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heit =!’ ergibt usw. Auf diese Weise zeigt sich die vollständige 
Übereinstimmung der einzelnen Primidealfaktoren beider Zerlegungen 
und daß ihre Anzahl hüben und drüben die gleiche sein muß. 

Werden endlich die etwa gleichen Primidealfaktoren in der Zer- 
legung (7) zu Potenzen zusammengefaßt, so kann der Fundamental- 
satz auch folgendermaßen ausgesprochen werden: 

Jedes Ideal ; kann auf eine eindeutig bestimmte 
Weise als Produkt aus Potenzen von Primidealfak- 
toren dargestellt werden nach der Formel 


ai) 
I 


(9) a 


worin a,@,...,a® positive ganze Zahlen bezeichnen. 

9. Die völlige Gleichmäßigkeit der Gesetze für die Teilbarkeit 
der Ideale und derjenigen für die Teilbarkeit der rationalen ganzen 
Zahlen, die sich in den letzten beiden Nummern ausgesprochen hat, 
erhält sich nun auch weiterhin durch die ganze Theorie hindurch. 
Es muß hier genügen, dies in einigen wichtigen Punkten festzustellen, 

welche die Theorie der Kongruenzen betreffen. 

| Schon in Nr.7 des ersten Kapitels haben wir alle Zahlen der Ge- 
samtheit g in bezug auf einen darin enthaltenen Modul m in Klassen 
kongruenter Zahlen verteilt und deren Anzahl als Norm von m und 
durch das Symbol (m) bezeichnet. Wählen wir jetzt für diesen 
Modul ein Primideal p und setzen zur Abkürzung zr—=N%(p); dann 
gibt es also »r Zahlen &,L{ı, 6a, ---, &-ı In g, welche (mod.p) 
untereinander inkongruent sind und für die Gesamtheit g ein voll- 
ständiges Restsystem derart ausmachen, daß jede Zahl in g einer 
und nur einer jener c Zahlen kongruent ist (mod.p); eine dieser 
Zahlen, etwa [,, wird kongruent Null, d. h.in p enthalten sein und 
kann geradezu gleich Null vorausgesetzt werden, die übrigen sind 
im Ideale p nicht enthalten. 

Nach Einführung dieses allgemeineren Kongruenzbegriffs kann 
man nun wieder die Aufgabe stellen, eine gegebene Kongruenz auf- 
zulösen. Sei 


fo=anr+0 @H+...+0,0+0, 


eine ganze Funktion von x, deren Koeffizienten ganze Zahlen des 
Körpers $ bezeichnen; wir setzen voraus, daß «, nicht im Ideale p 
enthalten sei, und nennen dann die Funktion vom Grade k. Dann gilt 
ganz analog mit Kap. 2 Nr.2 des ersten Abschnittes der Satz: 


Bachmann, Grundlehren der neueren Zablentheorie. 14 
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Die Kongruenz 
(10) f@)=0 (mod.p) 


kann nicht mehr Wurzeln, d.h. (mod. p) inkongruente Lösungen 
haben, als ihr Grad beträgt. Dabei heißt „Lösung‘‘ ein Wert ={[, 
der eine ganze Zahl des Körpers St ist und so beschaffen, daß 
die Zahl 

eta OH r..+0640, 


dem Ideale p angehört. Der Beweis ist fast wörtlich der gleiche 
wie a. a. OÖ. Zunächst überzeugt man sich leicht, daß der Satz für 
jede Kongruenz ersten Grades 


4c+w=0 (mod.p) 


gilt. Hätte diese nämlich zwei inkongruente Lösungen £,, &,, so daß 
44%, &%&+ 0 in p vorhandene Zahlen wären, so wäre dies 
auch die Differenz «, ({, —{,) beider Zahlen, in welcher jedoch weder 
&, noch &,—£, in p enthalten sind; dann kann aber auch jene Differenz 
keine Zahl in p sein, denn sonst wäre zugleich mit ihr das ganze 
Hauptideal g-«,(&; —[,) in p enthalten; da aber g ein Ideal und 
daher 99=g ist, läßt sich dies Hauptideal schreiben wie folgt: 


9 — 5); 


was man, in Erinnerung an die Art und Weise, wie die Zahlen eines 
Idealprodukts aus den Zahlen seiner Idealfaktoren gebildet werden, 
sogleich als identisch erkennt mit 9-9 (&; —L&;). Wenn aber dieses 
Produkt in p enthalten oder durch das Primideal p teilbar sein soll, 
so muß es auch einer seiner Faktoren sein, d. h. dieser Faktor go, 
oder g(&, —L&;) und daher auch «, resp. &, — |, müßte in p enthalten 
sein, gegen die Voraussetzungen. 

Nachdem so der Satz für Kongruenzen ersten Grades als gültig 
befunden, nehmen wir nun an, er sei bereits für alle Kongruenzen 
geringeren als ten Grades bewiesen, und zeigen, daß er dann auch für 
diejenigen kten Grades besteht; so wird durch allgemeine Induktion . 
dann seine Allgemeingäültigkeit erwiesen sein. Zu diesem Zwecke nehme 
man an, die Kongruenz (10) habe im Gegenteil mindestens +1 
Wurzeln &,, &; &» -- -, &,; dann hätte die Kongruenz höchstens 
k—1ten Grades 


fd ,@-L)@—L)...@-)=0 (mod.p) 


die k inkongruenten Lösungen {,, &,,. . ., &, und müßte dem voraus- 
gesetzten Satze gemäß identisch, d. h. für jeden Wert von x, der 
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eine ganze Zahl des Körpers & ist, also auch für ={, erfüllt sein. 
Da aber nach Voraussetzung f(&,)=0 (mod.p), so ergäben sich dann 
aus vorstehender Kongruenz die andere: 


&, (— ©) EEE C,) le (nn &,) —=0 (mod. p), 


von der genau wie vorher bewiesen wird, daß sie.nicht bestehen kann, 
da kein Faktor des Produkts in p enthalten ist. Die Kongruenz (10) 
kann also nicht mehr als %k Wurzeln haben, w. z. b. w. 

10. Werden ferner die Glieder £,, &,, - - -, &x_. eines vollständigen 
Restsystems (mod.p) für die Gesamtheit g, welche nicht in p enthalten 
sind, mit irgendeiner ganzen Zahl £ des Körpers, die ebenfalls nicht 
in p enthalten ist, multipliziert, so entstehen «—1 Produkte 


(11) EAN OHR 


die, was geradeso wie in voriger Nummer gezeigt wird, auch nicht 
in p enthalten sein können und zudem inkongruent sind (mod. p), 


da aus 
| 66,55, (mod.p) 


sich ö{(&,—{£,) als eine in p enthaltene Zahl ergäbe, während doch 
weder Z noch {,—{, eine Zahl in p ist. Hiernach bilden die Zahlen 
(11) wieder ein bis auf das eine in p enthaltene Glied vollständiges 
Restsystem (mod. p) für die Gesamtheit g, und deshalb sind sie, von 
der Ordnung etwa abgesehen, den Zahlen £,, &,, .. ., &z_1 Kongruent. 
' Da man nun wieder, ganz analog wie bei den gewöhnlichen Kon- 
gruenzen zwischen ganzen rationalen Zahlen, auch für die hier be- 
trachteten allgemeineren Kongruenzen einsieht, daß verschiedene Kon- 
gruenzen, die nach dem gleichen Modul stattfinden, miteinander addiert, 
subtrahiert oder multipliziert werden können, wie Gleichungen, so 
wird auch das Produkt der Zahlen (11) dem Produkte der Zahlen 
Cs Egs ++, Su Kongruent sein, also die Kongruenz 


een et smod.n) 
hervorgehen, aus welcher sich die Differenz beider Seiten: 
EI) 
als eine im Ideale p enthaltene Zahl ergibt. Demnach folgert man 
wieder, daß das Produkt 
ler 1:95, 8, 2 


durch das Primideal p teilbar ist; der zweite Faktor kann es nicht 
14* 
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sein, da sonst zugleich mit ihm insbesondere auch die Zahl L, £,...Cx_ı 
in p enthalten sein müßte, während es doch keiner der Faktoren 
Er em (,_ı Ist; mithin muß der erste Faktor durch p teilbar, 
Ai h. in p enıhalten und also auch £*-!—1 eine Zahl des Ideals p 
oder 

(12) [TI=1 (mod.p) 


sein. Wir sind also durch ganz entsprechende Folgerungen, wie in 
Abschn. I, Kap. 2, Nr. 8, zu einem Satze gelangt, der als Fer mat- 
scher Satz im quadratischen Körper zu bezeichnen ist und 
folgendes aussagt: 
Für jede in einem Primideal p nicht enthaltene vanze Zahl & 
des Körpers besteht die Kongruenz (12) oder, wenn die Bedeutung 
von 7 beachtet wird, die Kongruenz 


(13) MO] (mod.p). 


Nachdem durch diesen Satz für jede solche Zahl Z eine Potenz 
nachgewiesen ist, welche (mod.p) der Eins kongruent ist, wird auch 
eine niedrigste Potenz dieser Art vorhanden sein. Ist Z° diese 
niedrigste der Eins (mod.p) kongruente Potenz von Z, so mag wieder, 
wie in Nr. 9 des angegebenen Kapitels, e der Exponent heißen, zu 
welchem £ (mod.p) gehört. Man überzeugt sich dann durch einfache 
Wiederholung ganz gleicher Schlüsse wie dort, daß e ein Teiler von 
Xp) — 1 sein muß, nicht minder davon, daß es in p nicht enthaltene 
ganze Zahlen ZT des Körpers gibt, welche zu diesem größten aller 
Exponenten N(p) —1 gehören und wieder als primitive Wurzeln 
(mod.p) bezeichnet werden mögen. Wir müssen jedoch die weiteren 
Ausführungen dieser Betrachtungen dem Leser überlassen, wie wir 
auch darauf verzichten müssen, noch weiter die vollständige Analogie 
zu verfolgen, welche zwischen der Theorie der Ideale und derjenigen 
der rationalen ganzen Zahlen besteht. 


11. Indem aber solcherweise die Arithmetik des Körpers $ auf 
seine Primideale als wesentliche Grundelemente aufgebaut wird, 
handelt es sich nun noch darum, diese letzteren zu ermitteln. Wir 
schicken solcher Untersuchung einen einfachen Hilfssatz voraus. 

Ist 7 irgendein Ideal und ©= N(j), so läßt sich die Gesamtheit g 
in © Klassen (mod.7) kongruenter Zahlen verteilen; seien [,,&;,&s; 
..., &,_, ein vollständiges Restsystem für jene Gesamtheit; dann 
erhält man alle Zahlen in qg mittels der Formeln 


(14) tn, G+n, Den, ...y Re 
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wenn man darin für n sämtliche Zahlen des Ideals 7 eingesetzt denkt, 
und erhält so auch jede Zahl in g nur einmal, da, wenn v/, 7” Zahlen 
in 3 bedeuten, niemals 


En 17= a ZER also 3 A Sr Zr 7" San 


d.i. gleich einer in 7 enthaltenen Zahl sein kann, ohne daß gleich- 
zeitig ’—=h" und Y=n" ist. Wenn nun ein zweites Ideal 7’ durch 
j.teilbar, d.i. in 7 enthalten ist, so lassen sich wieder auch alle Zahlen 
des Ideals j in bezug auf den Modul 7’ in Klassen kongruenter Zahlen 
verteilen, deren Anzahl % sei und durch (7, 57’) bezeichnet werde. 
Setzt man demgemäß 7,, N, 995 +++, 9,_, als ein vollständiges Rest- 
system (mod.j7’) für die Gesamtheit der Zahlen in j voraus, so daß 
alle Zahlen des Ideals 7 und wieder jede auch nur einmal durch die 
Formeln 


N eg a Lich Mat: 


erhalten werden, wenn man darin für & sämtliche Zahlen des Ideals IE 
gesetzt denkt, so entstehen wegen (14) offenbar alle Zahlen in g 
mittels der ©-%k Formeln 

r—0r1,.2,.02,t—1 
(15) a 


En EN A 


wenn auch hier für & sämtliche Zahlen des Ideals 7’ eingesetzt werden. 
' Die i-%k Zahlen {,+n, sind aber (mod.j’) inkongruent; denn, 
wären zwei derselben kongruent, etwa 


en =&.+12:7(m0d;7), 
d. h., wäre die Differenz 
(16) een) 


eine in 7’ enthaltene Zahl, so wäre sie auch enthalten in 7, und da 
7,— 2, zugleich mit n,, n,, eine Zahl des Ideals 7 ist, so müßte auch 
C.—[,, eine solche Zahl sein, was nach der Bedeutung der Zahlen 
C,, &,, nur sein kann, wenn sie miteinander identisch sind. Da als- 
dann aber die Differenz (16) sich auf 7 —n,, reduziert, diese letztere 
Differenz also nach der Annahme in 7’ enthalten sein würde, müßten 
die Zahlen n,, n,, ihrer Bedeutung zufolge miteinander identisch sein 
und somit gleiches gelten auch von den Zahlen &,+n,&.+9- 
Man erkennt aus diesen Gründen, daß die ©-% Zahlen {,+n, ein 
vollständiges Restsystem (mod.3’) für die Gesamtheit g darstellen, und 
daß somit‘-k= (5) ist. Dies spricht sich aus in folgendem Satze: 
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Ist ein Ideal 57’ teilbar durch ein Ideal, soist auch 
die Norm von 5 teilbar durch die Norm von 5, und es 
besteht die Gleichung 


(17) NKN-NGGI) 
der auch die symmetrischere Form 
NH) 


gegeben werden kann. Dieser Gleichung gemäß sind die Normen 
von j und 57’ dann und nur dann gleich, wenn (j, 7)=1, d.b. wenn 
alle Zahlen in j nur eine einzige Klasse (mod.j’) bilden, somit kon- 
gruent sind mit der in 7 wie in 7’ enthaltenen Null, d.h. sämtlich in 
7 enthalten sind. Da aber 57’ teilbar durch 7 vorausgesetzt ist, so 


sind auch umgekehrt alle Zahlen von 5’ Zahlen von 5 und somit dann 


beide Ideale identisch. Man darf demnach sagen: 
Ist 5 ein echter, d. h. von 57’ selbst verschiedener Teiler von 7’, 
so ist auch W(5j) ein echter Teiler von W(5'). 


12. Indem wir nun zur Aufsuchung aller Primideale des qua- 
dratischen Körpers übergehen, bemerken wir vor allen Dingen, daß 
die kleinste in einem Primideale p enthaltene rationale ganze Zahl 
eine Primzahl sein muß. Denn, wäre sie eine zusammengesetzte 
Zahl m-n, so wäre zugleich mit dieser auch das ganze Hauptideal 
g-mn, welches auch gg-mn=gm-gn geschrieben werden kann, 
in p enthalten oder teilbar durch p, woraus dann folgen würde, daß 
wenigstens einer der beiden Faktoren, etwa 9m, durch p teilbar, 
mithin alle seine Zahlen, insbesondere die rationale ganze Zahl 
m<m-n in p enthalten wäre, gegen die Annahme, daß mn die 
kleinste dieser Zahlen sei. Jedem Primideale p entspricht also eine 
rationale Primzahl p als kleinste darin enthaltene rationale ganze 
Zahl, und sie ist eindeutig bestimmt, nämlich die einzige im Ideale 
p vorhandene Primzahl, da ja alle sonst in ihm enthaltenen rationalen 
ganzen Zahlen Vielfache der kleinsten im Ideal vorhandenen sein 
müssen. Da nun jedes Ideal die Form (Kap. 1, Nr.9) eines Moduls 
s-[a,h+-0] hat, so muß, wenn die kleinste rationale ganze Zahl des 
Ideals eine Primzahl p, insbesondere also, wenn das Ideal ein 
Primideal sein soll, sa=p,- also entweder s=p, a=1 oder 
s=1, a=p sein. Im ersteren Falle ist das Ideal 


p-il,k+6=p:-|l, 0)=gp, 
im zweiten Falle 
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ur YD 
[p, + |, 2 |, 
während 5b eine ganze Zahl ist, welche der Kongruenz 
(18) =D (mod.4p) 


genügt; solches Ideal existiert also nur dann, wenn die letztere Kon- 
gruenz möglich ist. Hiernach unterscheiden wir zwei Fälle: 


Erstens: die Kongruenz (18) ist unmöglich oder D quadratischer 
Nichtrest von 4p, was voraussetzt, daß D durch p nicht aufgeht, 
denn sonst wäre b=p oder b=2» eine Lösung der Kongruenz, je 
nachdem D=1 oder D=0O (mod.4). In diesem Falle gibt es nur 
ein Ideal, nämlich das Ideal gp, dessen kleinste rationale ganze 
Zahl p ist, und dieses Ideal ist ein Primideal. Denn, hätte 9p einen 
von sich selbst und von g verschiedenen Idealteiler 7, so daß 9gp =3J +7 
gesetzt werden könnte, so müßte 9p, also auch die Zahl p im 
Teiler j enthalten sein. Da aber p Primzahl ist, könnte die kleinste 
in J vorhandene rationale ganze Zahl nur entweder 1 oder p sein, 
folglich wäre 7 gegen die Voraussetzung entweder gleich g oder 
gleich 9p, dem einzigen Ideale, das die kleinste rationale ganze 
Zahl p enthält. — Die Norm dieses Primideals gp ist [Kap. 1, 
Formel (58)] 


(13) | N)=Np)—=Pp}; 
demgemäß nennen wir gp ein Primideal zweiten Grades. 
Zweitens: die Kongruenz (18) ist möglich oder D quadratischer 


Rest von 4p. In diesem Falle gibt es eine der Kongruenz (18) ge- 
nügende Zahl b, also neben dem Ideale gp auch noch ein Ideal 


[+2] 


der gedachten Beschaffenheit. Ist aber 5’ irgendeine andere Zahl, 
für welche 5)’?= D (mod.4p) ist, so entspricht auch ihr ein solches 
Ideal 


Nun findet man b?= b? (mod. 4p) oder (’ —b) - (b"’—+-b) teilbar 
durch 4»; demnach ist wenigstens einer der beiden Faktoren durch p, 
beide zugleich aber durch 2 teilbar, da db, b’ gleichartig mit D, also auch 
untereinander gleichartig sind; man schließt also, daß entweder ’ — 5 
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oder 5’ +5 ein Vielfaches von 2p, etwa gleich 2pß ist. Die dem | 
Ideale (20) entsprechende Linearform | 


—b’ u 





b D 
+ sa? D, 


POT IP PY)H 


stimmt also mit einer der beiden Formen | 


put — zes, ur 
überein, wenn man @— ßy=u, y=+v setzt, d.h. das Ideal (20) 
ist mit einem der beiden: 


ei. lee lee 


die einander konjugiert sind, identisch. In diesem zweiten Falle gibt 
es also nur drei Ideale, deren kleinste rationale ganze Zahl p ist, 
nämlich außer dem Ideale gp die beiden Ideale (21). Möglicherweise 
sind aber die beiden letzteren noch identisch. Um zu erkennen, 
wann dies etwa der Fall ist, untersuchen wir allgemeiner, wann eins 
von ihnen durch das andere teilbar oder in ihm enthalten ist. Soll 
das erste im zweiten enthalten sein, so muß insbesondere auch die 





Zahl Zoll, eine Zahl von der Form ee ed Ei d.h. 
v=—1 -Iupr+2 PR also b=— px oder teilbar durch p 


sein, was nach der Kongruenz (18) nur möglich ist, wenn p ein Prim- 
teiler der Grundzahl D ist. Ist diese notwendige Bedingung aber 
erfüllt, so ist auch 5 durch p teilbar, daher ist, wenn b=—px ge- 


setzt wird, — ge 2p2+ = also nicht nur 


2 
—b+YD____—b- VD 
Be 





eine im Ideale Bas, sondern auch 


SuSE —_5+YD 

REIST re 
eine im Ideale | a 
daß jedes der beiden Ideale (21) durch das andere teilbar ist, und 
daß sie also miteinander identisch sind. 


enthaltene Zahl, woraus dann folgt, 





ED Wii, TE 
IE Er, 
* a Fa a . 
I-,» - . 
- 
5 
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Man erkennt weiter, daß die Ideale (21), gleichviel ob identisch oder 
sale 12 
SR 
kein Primideal, so müßte es aus Primidealfaktoren zusammengesetzt, 
also in einem Primideale enthalten sein, welches, da es auch die Prim- 
zahl p enthielte, eins der Ideale (21) oder gp sein müßte; das letztere 


verschieden, Primideale sind. Denn, wäre das Ideal [», 


SeHÄD 
ist auszuschließen, da un keine Zahl dieses Ideals, nämlich 
nicht von der Form 
D D 
pe+pyo—=pe+T,— ae 
—b+YD 


5 | Harch das andere 


der Ideale (21) teilbar sein, was, wie wir soeben bewiesen, nur sein 
—b+ ID| 
2 


also dies Ideal selbst ist. Die Normen der Primideale (21) sind 
[Kap. 1, (51)] gleich p; deshalb sollen diese Primideale als solche 
ersten Grades bezeichnet werden. 

In diesem zweiten Falle ist aber das Ideal gp kein Primideal, 
sondern zerfällt in das Produkt der beiden konjugierten Primideale (21). 
In der Tat, da p eine dem Ideale 


@2) m 201 


angehörige Zahl ist, so ist mit ihr auch das Hauptideal gp darin ent- 
halten oder gp teilbar durch p, so daß, unter j ein Ideal verstanden, 
9p=p:j gesetzt werden darf. Demzufolge ergibt sich nach (17) 


NIP)=NRG)-G,9P; 
mit Rücksicht auf (19) kann also W(j) nur einen der drei Werte 
1,p,p? haben. Wäre K(5)=(9,j)=1, so wäre (vor. Nr.) j=g 
und gp=pj=gp=p, was unmöglich ist, da, wie kurz vorher be- 
merkt, p nicht in gp enthalten, geschweige denn ihm gleich sein 
kann. Wäre WX(j)=p?, so müßte (j, gp)=1, d.h. 5 ein ingp 
enthaltenes Ideal, mithin von der Form 7’p sein, wo auch 7’ ein Ideal 
bedeutet, dann aber ergäbe sich 9gp=pj=pj'p, also 9g=pj7’, was 
nicht sein kann, da g keinen von sich selbst verschiedenen Idealteiler 
besitzt. Somit kann nur WX(j)=p sein, während doch j, da es als 
Teiler von gp mit gp auch p selbst enthält, nur ein Ideal sein kann, 
welches entweder 1 oder p als kleinste rationale ganze Zahl enthält, 


sein kann; also müßte das Ideal [», 


kann, wenn beide identisch sind, der Primfaktor von 1», 


SR at U SE 
. - Be a... 
R 


[r 
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somit entweder gleich g, .oder gleich 99, oder eins der Ideale (21) 
ist; die beiden ersteren Fälle sind unvereinbar mit der Gleichung 
K(j)=p, es bleibt also nur der letzte. Demnach ergibt sich 


(23) g9pP=P-M, 


wo jeder der Faktoren eins der Ideale (21) ist. Aus demselben Grunde 
aber, aus welchem gp durch das Ideal (22) teilbar sein mußte, ist es 
dies auch durch das andere, mit p konjugierte Ideal (21), d. i. 


le] 


Wenn letz6eres von p verschieden, also p kein Primteiler der 
Grundzahl D ist, muß daher in (23) p,=f’ sein, und gp ist 
das Produkt der beiden verschiedenen konjugierten Primideale ersten 
Grades p, p': 


9gp=Pp-P. | 
Sind aber die beiden Ideale (21) identisch, d.h. ist » ein Prim- 
teiller der Grundzahl D, so erhält man aus- (23) 


| IP —!Y? 
also als das Quadrat eines Primideals ersten Grades. 


Diese Resultate lassen sich in folgendem eleganten, zuerst von 
Dedekind ausgesprochenen Satze zum Gesamtausdruck bringen: 


Bedeutet p eine rationale Primzahl, welche in der 


Grundzahl D aufgeht, so ist g9p das Quadrat eines 
Primideals ersten Grades. Geht aber p nichtin D auf, 
so ist 9p das Produkt aus zwei voneinander ver- 
schiedenen konjugierten Primidealen ersten Grades, 
oder selbst ein Primideal zweiten Grades, je nachdem 
D quadratischer Rest oder Nichtrest ist von 4p. 


Ist insbesondere p—=2, so ist 92 das Quadrat eines Primideals 
‘ersten Grades, falls D=0 (mod.4), also D=4d ist, denn dann ist 
2 ein Primteiler von D. Ist dagegen D=d=1 (mod.4), also 2 
kein Primteiler von D, so zerfällt 92 in das Produkt zweier ver- 
schiedener, konjugierter Primideale ersten Grades, wenn D=]1 
(mod. 8), es ist dagegen selbst ein Primideal zweiten Grades, wenn 
D=5 (mod.8) ist; denn das Quadrat jeder mit D gleichartigen, also 
ungeraden Zahl 5 ist stets =1 (mod.8), also ist im ersteren und 
nur im ersteren Falle die Kongruenz b?= D (mod.8) möglich. 


1 
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Viertes Kapitel. 
Ideale und 6itterzahlen. 


1. Nachdem im vorhergehenden für die Ideale des quadratischen 
Körpers die Teilbarkeitsgesetze entwickelt und als völlig überein- 
stimmend befunden worden sind mit denjenigen, welche die Teilbar- 
keit der rationalen ganzen Zahlen beherrschen, stellen wir nunmehr 
die gleiche Untersuchung für die einzelnen ganzen Zahlen des Körpers 
an. Zu diesem Zwecke wollen wir aber noch näher auf die Beziehung 
eingehen, die zwischen den Idealen und den quadratischen Formen 
schon bemerkt worden ist. 

Jedes Ideal des Körpers ® hatte die Form eines’ Moduls 


a) fr Seal) 

2 
in welchem a, 5 rationale, der Kongruenz b?== D (mod. 4a) genügende 
‘ ganze Zahlen bedeuten, deren erstere positiv gedacht werden darf; 
wurde mit 





(&) is (a2+’ 12 ,) 
irgendeine seiner Zahlen bezeichnet, so erhielt man die Gleichung 
(3) ND)=s’a- (a +bay+tey), 


wo s?a die Norm des Ideals ist. Nun. kann durch die primitive 
Form (a,b,c) stets eine Zahl m eigentlich dargestellt werden, die zu 
einer beliebig gegebenen Zahl M teilerfremd ist. In der Tat, sei p 
irgendein in M aufgehender Primteiler, so ist notwendig wenigstens 
eine der Zahlen a, 5, ce nicht durch p teilbar; ist dies a, so wird 
die Form a@?-+-bxzy-+ cy? durch p nicht teilbar, wenn man 
= zs=]1, y=0 (mod.p) 
wählt; ist ce nicht teilbar durch p, so geschieht das gleiche, wenn man 
z=0, y=1 (mod.p) 
wählt; sind aber @ und c zugleich durch p teilbar, also 5 nicht teil- 
bar durch p, so hat man zu gleichem Zwecke nur 
<=1, Yyz=1l'(mod.p) 


zu wählen; man erreicht also stets, daß die Form durch p nicht teil- 
bar wird, indem man für jede der Zahlen x,y einen bestimmten 
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Rest (mod.p) vorschreibt. Nun läßt sich aber sowohl x als y (nach 3 

Abschn. I, Kap. 2, Nr.4) so angeben, daß es den verschiedenen Vor- | 

schriften, die sich so in bezug auf die einzelnen in M aufgehenden 

Primzahlen p ergeben, zugleich genügt; für die solcherweise bestimmten 

x, y wird dann der Wert der Form ax?+bxzy-+cy? durch keine 

jener Primzahlen teilbar, d.h. teilerfremd zu M sein. Dies wird auch 

so bleiben, wenn x durch <=x-+ M-xz ersetzt wird, wo x eine ganze 

Zahl bedeutet; da nun, wenn f=a&X?+bxy-+cy? gesetzt wird, 
4af=(2axX-+by) — Dy? 

ist, und mit wachsendem x» das Quadrat (24x + by)? über jede 

Größe hinauswächst, so wird man x so groß wählen können, daß 

-4af und wegen 4>0O auch f selbst positiv ausfällt. Mithin können 

schließlich &, y in der Form a@x®-+-b5bxzy-+-cy?’ so gewählt werden, - 

daß der Wert derselben nicht nur teilerfremd zu M, sondern auch 

positiv ausfällt; hätten dabei x, y einen größten gemeinsamen Teiler 

d>1, so würde der durch 0? geteilte Wert der Form eine zu M 

teilerfremde positive Zahl m sein, welche durch (a, 5, c) eigentlich 

dargestellt wird. Sei so 


m=aa®+bay-ey; 


werden alsdann zwei ganze Zahlen $, d so gewählt, daß ad — ßy—=1, 
so geht die Form (a, 5, c) durch die Transformation 


san +pßy, yayda+oy, 


in eine eigentlich äquivalente Form (m, r, rn) mit positivem ersten 
Koeffizienten über, und dieser entspricht ein Ideal 


m 


2 


welches mit dem Ideale (1) äquivalent ist, oder der gleichen Ideal- 
klasse C’ angehört (Kap.1, Nr.10). Mit anderen Worten: 
In jeder Idealklasse C läßt sich ein Ideal angeben — wir be- 


zeichnen es wieder mit 
aD 2 


—, in welchem die Zahl a positiv und zu einer beliebig gegebenen 
Zahl teilerfremd ist. 

2. Bezeichnen daher C,, C, zwei Idealklassen, gleichviel ob diese 
identisch oder zwei verschiedene Klassen sind, so läßt sich ein Ideal 
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= D 
anf. a2] 


der ersten Klasse und ein Ideal 


der zweiten Klasse so angeben, daß a, >0O und ungerade und a, >O 
zu 2a, teilerfremd ist. Dann gibt es aber eine Zahl BD, für welche 
die Kongruenzen 


(4) B=b, (mod.2a), B=b, (mod.2a,) 

erfüllt sind, denn, da 5d,, d, mit D, also auch untereinander gleich- 

artig sind, kommen diese Kongruenzen auf die anderen: 
B=b=b, (mod.2), B=b, (mod.a),, B=b, (mod. «,) 


hinaus, deren Moduln zu je zweien teilerfremd sind, sie sind also 
(Abschn. I, Kap.2, Nr.4) miteinander verträglich. Für diese Zahl B 
ist dann auch ; 


B=B=D (mod.4a),, BR=b=D (mod.4a,), 


d.h. B?— Dsowohl durch 4a, als auch durch 4a, und somit auch 
durch 4a, a, teilbar oder 


(5) B’=D (mod.4a,a,). 


Da nach (4) B=b,+2a,0a,, B=b,+ 2a,«a, gesetzt werden 
kann, so ergeben sich die Gleichungen 


—dE-F ID —B D 
ee ee EN 
—b D, — B+YD 
m + at an + Br, 


ven u = +%Yy, %3=% + 0% y, gedacht wird, Gleichungen, aus 
denen ersichtlich ist, daß die Ideale 7, , 7, auch folgendermaßen ge- 
schrieben werden können: 


— B+yD "  —B+YD 
(6) nn eia, er ae 
Hierbei dürfen s,, s, positiv gedacht werden, da — h=lı hl: 


Zwei Ideale dieser Art sollen einig heißen; man darf also 
sagen: 


Sind C,, C, zwei beliebige Idealklassen, so können als ihre Re- 
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präsentanten zwei einige Ideale 7,, 7, gewählt werden, und die ihnen 
entsprechenden quadratischen Formen 


(7) a22+Bay+m,0y, m2°+Bayta,0y, 
in denen | 

B?2—.D 
(8) 4a, a m 


gesetzt ist, mögen gleichfalls einige Formen genannt werden. 
Untersuchen wir nun das Produkt 


Je >Ssı' |“. a] “Sg [« ) al), 
der beiden einigen Ideale; dabei setzen wir zur Abkürzung 
(9) 2— en 
Da das Produkt zweier Zahlen 
(10) ses — Ay), GH x — 2 y5); 
welche den Idealen 7,, 73 resp. angehören, gleich 
1) = m 2 np —% Amy + 2 R2yı ya); 
d.i. eine Zahl des viergliedrigen Moduls 
(12) 31.83+ [0,03 ,.0 3, 
ist, so wird auch jede Summe solcher Produkte, d. i. jede Zahl des 


Produktes 7,7, eine Zahl des Moduls (12) sein; da aber jede der 
Basiszahlen 

(13) 31.85.04 Agy2. 81 Saul) RS Sa ass 

des letzteren offenbar dem Produkte 7,-7, angehört, so wird auch 
umgekehrt jede aus Vielfachen der letzteren durch Addition ent- 
stehende Zahl, d. i. jede Zahl des Moduls (12) im Produkte 7,5 
enthalten sein und daraus ergibt sich die Gleichheit von 7,7, mit 
dem Modul (12). Andererseits hat das Produkt 7,7, weil es auch 
ein Ideal ist, die allgemeine Form der Ideale, etwa 


BA —b+YD 
Hr RS: REF HT , 


demnach erschließen wir die Beziehung 


(14) j=s[o, 2 P |, 0r[00,m2,48, 22]. 
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Setzt man hier = 


ea, so ergeben sich nun für die in 7 


entbaltenen "Zahlen (13) Gleichungen von der Form 
Sup -sa+tqg sw 
54 2=p -sa-+g -sw 


19% 2=p"-satg’-sw 
5 A2=p"-sa+tg”-sw 


(15) 


mit ganzzahligen Koeffizienten p, g, p', 9, p",q’,p”,g”. Da um- 
gekehrt die Basiszahlen sa, sw des Ideals 5; auch Zahlen des vier- 
gliedrigen Moduls sind, darf man 


sa—=sg su tt+s Ha 2-uU-+ SS, Aa, 2-V 
+5 %%422-w 

Sub Hs 5a 2-W- SS Ay S2-V 
+3,52 2-.w 


(16) 


setzen, unter t,u,v,w,!’,w,v,w' ganze Zahlen verstanden. Ver- 
gleicht man nun in den Gleichungen (15) das Rationale beider Seiten 
sowie das Irrationale, so ergibt die erste derselben 


(17) gt, Buy —PSA 
und die zweite und dritte 
SE 50,0.S4 —= 8:90 
(18) — Bp=2pa, —bp, — Bp=2p'’u — bp. 


Auf gleiche Weise finden sich aus der ersten der Gleichungen (16), 
wenn man bedenkt, daß nach (8) und (9) 


22 B2+0,,=0, 
22——B2—(la% 


also 
ist, die folgenden: 
SE—S Sul d-OW)—a%2 („u+a,v—Bw), 


=, (1aura,v—Bw), 


also 
(19) sa=s sun (lt— Cw), 
und ebenso aus der zweiten der Gleichungen (16) diese anderen: 


—bs ‚ B ’ ’ ’ 
SP TEE 5 4 Ag ee Ow)— 5182°5 (a U +0 v Bus) 


und 
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(20) s=s,s, „W+tavV— Bw), 

also 
—b=2pa:-—Cw)—B, 

mithin 

(21) b=B (mod.2a). 


Da wegen der zweiten der Gleichungen (17) s, sa, a, durch sa, nach 
(19) aber umgekehrt sa durch s, s, a, a, teilbar ist, ergibt sich ferner 
(22) sa—=s 5%. 
Aber aus (18) folgt 
7, —q'a, 
und, da a,, a, relativ prim vorausgesetzt sind, müssen 
gy=4r, ’=W% 
sein, wo x ein ganzzahliger Faktor, und nun wegen (18) 
sk = $ 593 


also ist s, s, teilbar durch s; da jedoch nach (20) auch umgekehrt s 
teilbar ist durch s; s,, muß 
S— 91'855 
also nach (22) 
U 08 

sein. Da endlich das Ideal 7 sich nicht ändert, wenn in seinem Aus- 
drucke 5b durch eine ihm (mod.2.a) kongruente Zahl ersetzt wird, so 
darf man dies Ideal nunmehr schreiben wie folgt: 
> EN — B--YD 
(23) N a sa 02, ie 
und erhält somit den Satz: 

Das Produkt der beiden einigen Ideale (6) ist das 
Ideal (23). 

Da nun die Normen dieser Ideale bzw. 

Ny)=sia, N) 54,, N) = 3550, 0, 

sind, geht weiter für zwei einige Ideale 5,, 7, die Beziehung 
(24) NI) NG) NG) 
hervor. 

3. Diese Beziehung gilt jedoch allgemeiner für je zwei beliebige 
- Ideale. Sei nämlich 7’ ein mit 7, äquivalentes Ideal, so daß, unter & 
eine Zahl des Körpers St verstanden, 7’={[,-j, gesetzt und £, als 


Quotient zweier ganzer Zahlen &, n des Körpers gedacht werden 
kann; wir schreiben dann 





X 
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(25) yes 

wo auch i ein Ideal bedeutet. Da nun 5-5, in dem Hauptideale g& 
enthalten oder teilbar ist durch 9&, so besteht nach (17) vorigen 
Kapitels die Beziehung 


(26) Nd-NEIITNGI-WE,AI—= NS FI, N: 


Der letzte Faktor bedeutet die Anzahl Klassen kongruenter Zahlen, 
in welche die Gesamtheit g& in bezug auf den Modul 5, & verteilt 
werden kann. Da aber offenbar die Differenz von zwei Zahlen y&,y’& 
jener Gesamtheit, wo y, y’ zwei Zahlen in g bedeuten, dann und nur 
dann dem Modul 7, & angehört, wenn die Differenz der Zahlen y, y’ 
dem Modul 7, angehört, so ist ersichtlich die Anzahl der gedachten 
Klassen gleich derjenigen der Klassen, in welche alle Zahlen der 
Gesamtheit g in bezug auf den Modul 7, verteilt werden können, d.h. 
(g 7 N = (9; I) > RC) » 
Die Gleichung (26) nimmt daher die Gestalt an: 


NMH-NGNG). 


RÜ)=NMNG), 
daher durch Vergleichung dieser Werte und mit Rücksicht auf die 
Gleichheit [, =; die Beziehung 
(27) N) = NA) NG): 
Wenn nun ebenso 5” —=[,j7, irgendein mit 7, äquivalentes Ideal be- 
zeichnet, so daß 77” —{L, &, 71, mit dem Produkte 7,7, äquivalent 
wird, so bestehen entsprechend die Beziehungen 

NG)=NE)NG); 

RI) = NG) N) 


durch deren Verbindung miteinander unter Berücksichtigung von (24) 
sich die Formel 


(28) KM)ENGNG) 
herausstellt, welche bewiesen werden sollte. 


4. Auf Grund vorstehender Untersuchung folgern wir nun aus 
den Gleichungen (15), daß die Gleichung (11) die Gestalt annimmt: 


Aus (25) folgt ebenso 


i = mr —oy), 
wenn darin 


Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 15 
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09) m PU; —P Ya —P'%YıtP”YıYya 
Yu tl ayFt Ta Yı —Q” Yı Ya 
gesetzt wird. Wegen 

N({,) «N(£,) ae N(Ä, 5) 


findet sich hieraus zwischen den zu den Idealen 7,,%» und J=ji'% 
zugeordneten quadratischen Formen folgende Beziehung: 


ga, a +Bey, tr CyY)5,,+ By, ta, Cy) 
=34a,% (a, +Bxy+Cy) 
oder einfacher diese andere: 


(30) I “+ Bay, +,0y)w + B2,y%+a,0y) 
=4,,x%+Bxey+Cy. 

Der Multiplikation der beiden einigen Ideale 37,,j, entspricht 
daher eine Komposition der ihnen zugeordneten einigen qua- 
dratischen Formen zu .der zum Produkte 57,7 zugeordneten qua- 
dratischen Form, d. h. eine Transformation des Produktes der beiden 
ersten Formen in die letztere durch eine sogenannte bilineare 
Substitution (29). Für die Koeffizienten dieser Substitution er- 
geben sich aus den Betrachtungen in Nr. 2 zunächst 


3 v=1, 9-9, Jen, 7m, 
‚und da 5=B gewählt worden ist, nach (18) 
p = Ö, p" ei Ö; 

aus der letzten der Gleichungen (15) findet man sodann durch Ver- 
gleichung des Rationalen sowie des Irrationalen beider Seiten leicht 
die Beziehungen 

— 2,84, 0 =2P"sa, d"s=—Ds.%, 
d.h. Kl Ve BEER re 98 


Demzufolge nimmt die bilineare Substitution (29) diese Gestalt an: 


(31) a % — Uyı % 
yuS pt %%Yı + ByıYy- 


Was so für zwei einige Ideale und die ihnen entsprechenden 
Formen gefunden worden ist, läßt sich auf ganz dieselbe Weise, nur 
mit größerer Umständlichkeit für irgend zwei Ideale erweisen, und 
es gilt also der allgemeinere Satz, daß der Multiplikation 
zweier Ideale 


RN 





4; 
DKL, u 
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ß — VD % u, D 
le. 
eine Komposition der ihnen zugeordneten Formen 
| f =(a,b,,6); fs (Q&.Dy, C,) 
zu der ihrem Produkte J’=j.J, zugeordneten quadra- 
tischen Form f'=(a,b,e) entspricht; an Stelle der Gleichung 
(30) erhält man so die andere: 
ars u ra ME + 5,%,Y + 6%) 
=a@®+bzxy-+ey”, 
worin x, y wieder mit &%,,%Yı, %,%, durch eine bilineare Substitution 


(29), deren Koeffizienten jetzt aber andere sind, verknüpft sind, und 
wo für die Koeffizienten a, db, c folgende Bestimmung gilt: 


Bedeutet d den größten gemeinsamen Teiler von a,, as, Bau 











| Vin! 
so ist a en und 5 eine den drei Kongruenzen 
N len b+b_bb,+D 
b.5=b:3 b» Th z b- z Ö en — EIER; (mod. 2a) 


gleichzeitig genügende Zahl; aus den letzteren ergibt sich, wenn 
u,v, w drei ganze, der Gleichung 


Be le 
f u+ ) v- FELL 1 
genügende Zahlen bezeichnen, einfacher 
a bb, -+D 
Debut get 495 (mod. 2a) *). 


Was aber an diesem Satze das Wesentlichste ist und auch schon 
bei Beschränkung auf einige Ideale zutage tritt, ist der Umstand, 
daß die Formenklasse C, welcher die zusammengesetzte Form 
angehört, nur von den Formenklassen (,, C, bestimmt wird, 
denen die zusammensetzenden Formen angehören, nicht von der will- 
kürlichen Auswahl dieser letzteren aus ihren Klassen C,, ©,. In der 
Tat, nach Kap. 1, Nr. 10 entsprechen sich die Idealklassen, denen die 
Ideale 7,, 3, angehören, und die Formenklassen der ihnen zugeordneten 


*) Siehe darüber Dirichlets Vorl. üb. Zahlentheorie, herausg. v. Dedekind, 
4. Aufl., S. 644 ff., sowie Arndt, Journ. f. Math. v. Crelle, 56, 8. 64. 
19% 
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\ 
quadratischen Formen f/,/, in der Weise, daß, wenn 5/,7, durch 
zwei ihnen (eigentlich) äquivalente Ideale j, =[L,5,, »=L,'5 er- 
setzt werden, jene Formen bzw. mit den den letzteren Idealen zu- 
geordneten Formen f/,, f, (eigentlich) äquivalent sind; da dann aber 
an Stelle von 5’ das ihm (eigentlich) äquivalente Ideal j = 35, 5, = 4 55’ 
tritt, so wird die dem letzteren zugeordnete, nach dem allgemeinen 
Satze durch die Komposition von f,, /% entstehende Form fin der 
Tat mit der dem äquivalenten Ideale 7’ zugeordneten, durch Kompo- 
sition von /;,/, entstehenden Form f’ zur gleichen Klasse ge- 
hören, w. z. b. w. 


Aus diesem Grunde darf die Klasse C' selbst als aus den beiden 
Formenklassen C,, C, zusammengesetzt oder als ihr Produkt 


c=(G-G 


bezeichnet werden, und man erkennt hiernach, wie die Formenklassen 
in ganz der gleichen Weise und nach denselben Gesetzen komponiert 
werden können, wie dies in Kap. 1, Nr. 11 für die Idealklassen ge- 
zeigt worden ist, und daß dabei die Komposition der 
letzteren Klassen mit derjenigen der ihnen zugeord- 
neten Formenklassen vollständig sich deckt. Insbesondere 
wird jede Formenklasse C zu einem bestimmten Exponenten e ge- 
hören derart, daß die Potenz C* der Hauptklasse 7 gleich und 
unter allen Potenzen von Ü von dieser Beschaffenheit die niedrigste 
ist. Da irgend zwei Ideal- oder Formenklassen C,, &,, ob sie 
identisch oder verschieden sind, stets wieder durch Komposition eine 
Ideal- oder Formenklasse C ergeben, so bilden die 3 Klassen eine 
sogenannte Gruppe, und zwar, da bei der Komposition die An- 
ordnung der Faktoren d.h. der zusammensetzenden Ideale oder Formen 
offenbar gleichgültig ist, eine kommutative Gruppe; zudem ist 
sie eine endliche Gruppe, nämlich die Anzahl ihrer Elemente end- 
lich. Für Gruppen mit diesen Eigenschaften besteht nun ein Satz, 
den wir hier ohne Beweis der Gruppentheorie entnehmen müssen, 
und welcher in seiner Allgemeinheit zuerst von Kronecker begründet 
worden ist*). Ihm zufolge läßt sich in solchen Gruppen stets eine 
Anzahl von fundamentalen Elementen — hier also eine Anzahl von 
Fundamentalklassen — K,, K,, ..., K, angeben, von der Beschaffen- 
heit, daß, wenn die Exponenten, zu denen sie gehören, &,, &, ...,& 
genannt werden, jedes Element der Gruppe — jede Klasse Ü — als 





*) Kronecker in den Monatsberichten der Berl. Akad. vom 1. Dezember 1870. 
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Produkt von Potenzen jener fundamentalen Elemente — Fundamental- 


klassen — eindeutig ausgedrückt werden kann, und daß so der 
Ausdruck 
(32) GER RER, 
wenn die Exponenten darin resp. die Werte 
H=l,2,37 42270 
a—=1,2,3,...,&%, 
N Er E FaR Be 


durchlaufen, sämtliche AR Elemente der Gruppe (sämtliche Ba 
erzeugt, und demnach A=e,e,...e, ist. 


5. Wir wenden uns nun dazu, dieser Zusammensetzung der 
Formenklassen ihre geometrische Deutung zu geben, wie sie aus der 
früher gelehrten anschaulichen Darstellung der quadratischen Formen 
selbst sich ergibt. Jeder quadratischen Form entsprach ein Parallel- 
oder Punktgitter, dessen Gitterpunkte, die Träger der zur Form ge- 
hörigen Gitterzahlen, durch die letzteren bestimmt sind, und welches 
als geometrisches Bild nicht nur der Form selbst, sondern allgemeiner 
der Klasse, der sie angehört, anzusehen war: Wenn man daher aus 
den A Formenklassen je eine Form als ihren Repräsentanten aus- 
wählt, wobei als Repräsentant der Hauptklasse die Hauptform ge- 
wählt werde, so erhält man % Gitter, die wir auf dieselbe Ebene und 
zunächst alle mit den gleichen Achsen OX, OY übereinandergelegt 
denken wollen. Dasjenige Gitter, welches die Hauptklasse repräsen- 
tiert, heiße Hauptgitter, die übrigen Nebengitter. Seien so 


(33) BUFTULUHYFAY, 682-1. 5,0,Y 6% i 


zwei der repräsentierenden Formen mit positiven ersten Koeffizienten 
und bezeichnen G@,, @, ihre Gitter, ferner 


EL]; RS I ar 





= |a, 


die ihnen zugeordneten Ideale. Die in. den letzteren enthaltenen 
Zahlen sind 


35) h=s (a 2 2 1); G=$ (@ %g an PA n); 


während die Gitterzahlen der Barden Formen 
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te re 
(36) 1% a 
a“ db, — D b, D 
&, = Va,%, io nn "Ya; &—=Ya,- Re re 2 


resp. sind. Aus einem Grunde, der bald klar werden wird, wollen 
wir jedoch statt der Ausdrücke (36) unter Einführung von Multi- 
plikatoren o,, e,, die noch. näher bestimmt werden sollen, fortan 
lieber die Zahlen 


(37) | Un Ze 0, En 7, = Br 0,8 5 
Yale 0566; A —g'15 


als Gitterzahlen der beiden Formen wählen. Dadurch verändern sich 
die ursprünglichen Gitter, indem die rechtwinkligen Koordinaten X, Y 
der Gitterpunkte, wie früher durch die Gitterzahlen &,, &| resp. 
&,, &,, Jetzt durch die Zahlen n,, 7; resp. n,, 7, bestimmt werden. 
Zwischen den neuen Gitterzahlen und den Zahlen der Ideale be- 
stehen die einfachen Beziehungen 


(8) lan, Dan 
1 05 

Nun waren, um aus den Idealen 7,, » die Zahlen des Produkts 
J3J=J.J, zu erhalten, die Produkte der Zahlen [,, &, und jede Summe 
solcher Produkte zu bilden. Wenn man ganz entsprechend die Pro- 
dukte der Gitterzahlen n,, 7, sowie jede Summe aus solchen Pro- 
dukten bildet, so erhält man einen Zahlenmodul, dessen Zahlen und 
die Zahlen von 7; einander eindeutig zugeordnet sind und ein Punkt- 
gitter G@ bestimmen, welches, ebenso wie wir 7 das aus J,, J Zu* 
sammengesetzte Ideal nannten, als das aus @,, G, zusammengesetzte 
Gitter oder als das Produkt der beiden Gitter @G,, @, aufgefaßt werden 
kann. So entspricht der Multiplikation zweier Ideale 57,, , oder der 
Komposition der ihnen zugeordneten Formen (33) eine Komposition 
der die letzteren repräsentierenden Gitter @,, @, zu einem neuen 
Gitter G@, welches dem aus den Idealen 7,, 7, durch Multiplikation 
entstehenden Ideale ; oder der ihm zugeordneten durch Komposition 
aus den Formen (33) entstehenden Form oder deren Klasse zum 
geometrischen Abbilde dient; doch ist der Multiplikator, mit dem 
seine Gitterzahlen multipliziert auftreten, nicht willkürlich, sondern 
durch diejenigen der Gitter G,, G, bestimmt, nämlich gleich deren 
. Produkte o,:0,. Der Schlußsatz vor. Nr. zeigt, daß, wenn wir für 








Bat NZ, a a U en , ar a v War Je Ber re A a e! 4 + > Be 
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die Gitter T,, der die Fundamentalklassen X, repräsentierenden Formen 
die Multiplikatoren nach Willkür gewählt haben, sie dadurch auch 
für die Gitter jedes der anderen Klassenrepräsentanten bestimmt sind. 
Es kommt aber darauf an, sie so zu wählen, daß die Gesetze der 
Komposition der Formen auch für diejenige ihrer Gitter in Geltung 
verbleiben. 

6. Hierbei müssen wir die Fälle einer negativen und positiven 
Diskriminante gesondert behandeln. In beiden Fällen aber wollen 
wir das Hauptgitter unverändert lassen, nämlich den Multiplikator 
oe=1, d.h. als Gitterzahlen, welche die Koordinaten dieses Punkt- 
gitters bestimmen, die ganzen Zahlen des Körpers & wählen. 

Sei dann im ersteren Falle I, das Gitter, welches der Funda- 
mentalklasse X, entspricht, deren Repräsentanten wir mit 


+ Y Tr GH 


bezeichnen; die zugehörigen Gitterzahlen haben die Form 


Fl Tee 2 (va "2 ne on) 

2 Ya, 
bi +VD 
PIE RL 
Wird nun die Klasse X, und damit auch ihr Gitter I, e,mal mit 
sich selbst zusammengesetzt, so geht die besondere Gitterzahl o,-Ya,, 
die den Werten ,—=1,y,—0 entspricht, in g&-Ya&ı über; da aber 
RK: '—= Hd. i. gleich der Banpikiasss ist, deren Gitterzahlen die ganzen 
Zahlen des quadratischen Körpers sind, so muß vorstehendes Produkt 
einer soichen Zahl gleich und der ihm entsprechende Punkt des zu- 
sammengesetzten Gitters ein Punkt des Hauptgitters mit den Gitter- 
zahlen of: Vatı,, Det ı Ya‘ı sein, sich also auf einem um den Anfangs- 
punkt O mit dem Radius Va beschriebenen Kreise befinden und in 
seiner Lage auf dem letzteren durch sein sogenanntes Azimut, d.i. 
durch den Winkel %, bestimmt sein, den der von O nach ihm gehende 
Radius mit der Achse OX bildet; seine Koordinaten sind demnach 
Yası-cos y,, Ya&-sin, und demnach seine Gitterzahlen gleich 


Yazı -(cos , + isin y)=Yarı- e-in. 


Durch Vergleichung mit ofı-Yası findet man also of = e‘Yı, mithin 
etwa 


Va! =or (10:0, + 
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Damit also die Zusammensetzung der Gitter mit derjenigen der 
Klassen in Uebereinstimmung sei, soll der Multiplikator für das 
Gitter I, in der angegebenen Weise gewählt und 


SR bs — VD 
—— 4% ea 
N e (Va 1 + Eu "Yı 
gesetzt werden. Dies kann in einfachster Weise geometrisch ge- 
deutet werden. Bestimmt man nämlich das zur Klasse X, oder zu 
ihrem Repräsentanten (a,, b,, c,) gehörige Gitter wie ursprünglich 
durch die Gitterzahlen 


b, bt db, +YD % 
2a 2/ 


so finden sich die Koordinaten X,Y der Gitterpunkte aus der 
Gleichung 


&=la:n, + &=YVa,@ De 


X+ Yi=r(ospo+ttsinpg)=8;; 


wenn aber statt &,,&, die Werte og, 5,,07'5, als Gitterzahlen ein- 


geführt werden, so bestimmen sich die Koordinaten X’, Y’ der 


Gitterpunkte durch die Gleichung 
X + T'i=o,r(cosp-+?singy) 


=r Er (cosp-+ising)=r (cos(#+ 3 + esin (9 +2]. 


Der Punkt X’, Y’ liegt daher auf demselben Kreise wie der Punkt 
X, Y, doch um den Bogen ke verschoben. Die Einführung des 


1 
angegebenen Multiplikators oe, in die Gitterzahlen kommt also geo- 
metrisch darauf hinaus, daß das ursprüngliche Gitter um den Winkel 


Y, Y, 


— um O gedreht oder im Azimute 2 


orientiert wird. 
Was für das eine Fundamentalgitter I, gilt, gilt in entsprechender 


Weise für die übrigen auch. Man erhält also für die Multiplikatoren 


dieser Gitter I). T,, ..., 2, Zahlen von der Form Bi 
eg, =eı, 9,=me *%,...; eo, =e A 


d. h. für alle diese Gitter eine ganz bestimmte Orientierung gegen 
das Hauptgitter. Aus dieser Orientierung der Fundamentalgitter 


gegen das Hauptgitter 
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folgt dann aus (32) ohne weiteres auch für das jeder anderen Klasse C 
entsprechende Gitter I' der einzuführende Multiplikator 


a ae eo 
—=e 


oder die für dasselbe erforderliche Orientierung gegen das Haupt- 
gitter im Azimute 
_ hi h, %, hr dr 
I DENE EN Sales 
So entsteht aus der ursprünglichen Figur, in welcher .die den 
sämtlichen % Klassen entsprechenden Gitter mit gleichen Achsen 
übereinandergelegt wurden, eine andere — wir nennen sie die 
Normalfigur — bei welcher diese Gitter in bestimmter 
Orientierung gegen das Hauptgitter aufeinander gelagert 
sind. Diese orientierten Gitter erfüllen dann aber die gestellte 
Bedingung, daß durch die Zusammensetzung irgend zweier derselben 
wieder eins von ihnen in der ihm eigentümlichen Orientierung ent- 
steht, und daher die Zusammensetzung der Gitter derjenigen der 
Klassen, welche sie repräsentieren, völlig konform wird. In der Tat, sei 


RE h! h’ h’ 
U=KtK,:...Kx 
eine zweite Klasse und I” das ihr entsprechende orientierte Gitter, 


so daß dessen Azimut und Multiplikator 


kW w kw hi vw 
rec 
1 2 A 
0" = evi 
sind. Hieraus folgt für den Multiplikator des aus I‘, I” zusammen- 
gesetzten Gitters die Gleichung 
0" = 0e0= evi.evi— eytryN)i 


und somit für sein Azimut 
v—ytW. 
Dies ist aber in der Tat das Azimut für das der zusammen- 
gesetzten Klasse 
[th Kt... Kt 
entsprechende Gitter, nämlich 
DE UA 


e 2) e, 
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7. Im zweiten Falle einer positiven Diskriminante gelten völlig 
entsprechende Betrachtungen, nur daß ihm die gleiche einfache geo- 
metrische Deutung fehlt, welche der vorige Fall zuließ. Auch jetzt 
geht, wenn das Gitter I, e,mal mit sich selbst zusammengesetzt wird, 
die besondere Gitterzahl 0,-Ya, einerseits über in odı-Yası, anderer- 
seits in eine der Hauptzahlen, also ist der dem vorstehenden Pro- 
dukte entsprechende Punkt des zusammengesetzten Gitters ein Punkt 
des Hauptgitters, welcher die Gitterzahlen odı-Yafı, ge %-Ya&ı, also - 
den hyperbolischen Abstand Ya‘: von O hat. Sind X, Y ne 
ordinaten und 0,0’ seine Abstände von den Winkeihalkieranen 
DEV 0,80 pestähen die Gleichungen 


X—-Y BE ee it 
— d= 
Y2 HIPRS 
und die Gitterzahlen jenes Punktes sind &=dy2 , ?=d'Y2. Durch 


Vergleichung mit den obigen Werten derselben ergibt sich EoIEHRN 
für den Multiplikator o, die Bestimmung 








die zu einer vollständigen wird, wenn der positive Wert dieser e,ten 
Wurzel gewählt wird. Eine analoge Bestimmung erhält man für den 
Multiplikator eines jeden der anderen Fundamentalgitter und nach 
(32) daraus folgend auch die Bestimmung desselben für das Gitter 
jeder der übrigen Klassen. Hat man aber in solcher Weise die 
Multiplikatoren festgelegt, so ergibt sich wieder aus dem allgemeinen 
in (32) ausgesprochenen Satze von der Zusammensetzung der Klassen 
der gleiche Umstand wie im vorigen Falle, daß nämlich die Zusammen- 
setzung der mittels der angegebenen Multiplikatoren ‚orientierten‘, 
d. i. aus den ursprünglichen Gittern entstandenen Gitter derjenigen 
der Klassen, welche sie repräsentieren, vollkommen konform ist. 


8. Zum Schluß dieser Erörterungen erinnern wir daran (Kap.l, 
Nr. 13), daß mit jeder Klasse Ü eine bestimmte andere Klasse 0’ 
(ihre Reziproke) verbunden ist durch den Umstand, daß die zusammen- 
gesetzte Klasse C-C’ der Hauptklasse 7 gleich ist; nämlich, wenn © 
zum Exponenten e gehört, so daß Ü*= AH ist, die Klasse 0’ — (1, 
Ist (a,b,c) der Repräsentant der Klasse ©, also 
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die Gitterzahl für das entsprechende orientierte Gitter I, so wird die 
Klasse CO’ durch die jener Form entgegengesetzte Form (a, —b, e) 
repräsentiert. In der Tat besteht die Beziehung 


re er 
2 Ya 2a 
en laar—eyy E „ur Fer) _ yehen .YD, 
deren rechte Seite, falls D=4d, also b gerade ist, in 
RE YVd 





übergeht, wenn 
Kaas eyy+ya—ay), Y-—(yeHtey) 
gesetzt wird, während sie, falls D=d==1 (mod.4), also b ungerade 


ist, sich in 


verwandelt, wenn 








ee 
= yetey) 


gesetzt wird; in beiden Fällen bezeichnen X, Y zugleich mit «, y,«',y' 
ganze Zahlen. Hieraus folgt aber die Formel 


a +bzy+cYP) (ad? — bey +Hey))=X?—dT? 
. bzw. 
(ax? +bzy+cYP)ad®—bey+ey)=X+XY 
Ar — Y2, 

welche lehrt, daß durch Zusammensetzung der beiden entgegen- 
gesetzten Formen die Hauptform entsteht und somit die Form 
(a, —b, c) zu der zur Klasse Ü der Form (a,b,c) reziproken Klasse 
gehören muß; übrigens kann es geschehen, daß diese Klasse ©” mit 
der Klasse C' identisch ist; man nennt in diesem Falle die Klasse C 
eine Ambige oder (nach Gauß) eine classis anceps. Da nun die 


Gitterzahl jener Form 
’ PS‘, b D ‚ 
el 


2 Ja 
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ist, so muß in dem orientierten Gitter I” der Klasse CO’ der Multi- 
plikator 0 = 0! sein, damit bei der Zusammensetzung-von C und CO’ 
der der Hauptklasse entsprechende Multiplikator e°- g=1 hervorgeht, 
und demnach wird 


BI RDSEND 
m 0 a (va- Te +1D.y) 


die Gitterzahl des orientierten Gitters I” sein. Man sieht, daß die 
Gitterzahlen von I”, abgesehen vom Multiplikator und von der ver- 
schiedenen Bezeichnung der Unbestimmten, die konjugierten, nämlich 
durch Vertauschung des Vorzeichens von YD hervorgehenden Werte 
zu den Gitterzahlen von I' sind; aus diesem Grunde mögen die 
Gitter I’, I” selbst konjugierte Gitter genannt werden. 

9. Nachdem wir im Vorhergehenden das geometrische Gebilde, 
welches wir die Normalfigur genannt haben, im Anschluß an F. Klein, 
der es zuerst angegeben hat und dessen Ausführungen diesen 
Nummern zugrunde liegen *), konstruiert haben, betrachten wir nun- 
mehr die Gesamtheit ® aller Gitterzahlen, deren Träger die Punkte 
jenes Gebildes sind, und wollen die Gesetze feststellen, durch welche 
die Teilbarkeit in dieser Gesamtheit beherrscht wird. Da zu der 
letzteren insbesondere auch die Gesamtheit 9 der ganzen algebraischen 
Zahlen des quadratischen Körpers 8 gehört, erlangen wir so zugleich 
auch die Teilbarkeitsgesetze für die letzteren und damit die Lösung 
der Aufgabe, die wir in Nr. 1 dieses Kapitels gestellt haben. 

Das erste, was wir zu bemerken haben, ist die aus der Kon- 
struktion der Normalfigur unmittelbar folgende Tatsache, daß das 
Produkt zweier Zahlen der Gesamtheit © stets wieder eine ihrer 
Zahlen ist. Ferner ist leicht einzusehen, daß alle Zahlen in © ganze 
algebraische Zahlen sind. In der Tat, ist 7 eine Zahl des Gitters T, 
welches das Bild einer zum Exponenten e gehörigen Klasse Ü ist, 
so ist die durch emalige Zusammensetzung dieses Gitters gebildete 
Zahl 7° eine dem Hauptgitter angehörige Zahl, d. h. eine ganze Zahl y 
des quadratischen Körpers, die folglich einer ganzzahligen quadratischen 
Gleichung von der Form 

x?+4Ax+B=0 
Genüge leistet, derart daß identisch 


PrArtB=0,; 
"e+An+B=0, 
*) S. seine ausgew. Kap. der Zahlentheorie II, 2. Hauptteil. 


also 
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mithin 7 Wurzel der ganzzahligen Gleichung 
ze +-Ax+B=0, 


d. i. eine ganze algebraische Zahl ist. Da jedoch die Nebengitter- 
zahlen keine Zahlen des quadratischen Körpers sind, wollen wir sie 
im Gegensatze zu den Hauptgitterzahlen, d.h. zu den ganzen Zahlen 
des Körpers als ideale Zahlen des letzteren bezeichnen. 

Wir nennen nun eine Zahl n der Gesamtheit © teilbar durch 
eine Zahl n, derselben, wenn eine ganze algebraische Zahl 7, angebbar 
ist, so daß n—=n,:n, wird. Diese Zahl 7, muß dann aber auch eine 
Zahl in © sein. Sei nämlich 


= A) 
na (ara + ! Y 4), 
2 Ya, 





also 
_ 0) 
na Van + a 4) "ng; 





so ergibt sich daraus durch Multiplikation mit der zu n, konjugierten 
Zahl 





+ VD 
2 ya, 179 
dan =aX@+b xy, + ec %, also eine rationale ganze Zahl ist, 
welche r heiße, die Gleichung 
rn,= n- i 


in welcher das Produkt zur Rechten eine gewisse Zahl in ©, also 


von der Form 
e(Va- +2 —YD +) 
2 ya 


n=ertlla.n + 


ist. Demnach wäre 





b—YD 3) 
3 BATE a) 
(32) 20 SE: ar 
und die Behauptung kommt darauf hinaus, daß hier die Zahlen ne 
ganze Zahlen sein müssen. Um -dies zu beweisen, zeigen wir all- 


gemein, daß ein Ausdruck 


(40) e(v- er %) 


nur dann eine ganze algebraische Zahl sein kann, wenn die Un- 
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bestimmten x, y ganzzahlige Werte haben. Multipliziert man nämlich 
den Ausdruck (40) mit den sämtlichen Werten des zum konjugierten 


Gitter gehörigen Ausdrucks | 
(41) af ng (va Fall v). 
rd 


welche ganzzahligen Werten von x’, y' entsprechen, so ist das Produkt 
von einer der beiden Formen 


(42) X + YYd oder. X-+TY: Bel 


wo 





—«@y+xy) 
ist (vor. Nr.). Dies Produkt muß aber, wenn (40) eine ganze alge- 
braische Zahl ist, ebenfalls eine solche sein, welche ganzzahligen 
Werte &, y'’ auch haben, da für solche der Ausdruck (41) stets eine 
ganze algebraische Zahl, nämlich eine Zahl in &© ist. Demnach 
müssen dann auch X, Y stets ganze rationale Zahlen sein; man 
findet aber für «= —1,y’=0 den Wert Y=y, für !=0,y=-—1 
den Wert Y=x; daher müssen auch, wie behauptet, x,y ganze 





Zahlen sein. — Aus dieser Tatsache ist aber zu schließen, daß auch 


in (39) die Quotienten 2 I ganze Zahlen sind, und somit 7, eine 


der Zahlen in © ist, w. z. t w. 

10. Nach der innigen Beziehung, in welcher die. Gitter der qua- 
dratischen Formen und folglich auch die idealen Zahlen des 
Körpers zu seinen Idealen stehen, läßt sich im voraus erwarten, 
daß die Teilbarkeitsgesetze, die wir für diese, aus den wirklichen 
Zahlen des Körpers d. i. den Zahlen in g gebildeten Moduln ge- 
funden haben, sich auch auf die Teilbarkeit der idealen Zahlen über- 
tragen werden. Dies wird sich durch unsere weiteren Deira CH EB 
vollkommen bestätigen. 

Jedem Ideale ist eine quadratische Form, also auch deren Klasse 
und das sie repräsentierende Gitter der Normalfigur und dessen 
Gitterzahlen zugeordnet. Aber es besteht auch zwischen jeder 
einzelnen dieser Zahlen und einem ganz bestimmten Ideale des 


Körpers eine Zusammengehörigkeit, der zufolge man das: Ideal aus 


der idealen Zahl erzeugt nennen darf. 


Ist nämlich 
== A*X: 
= eva Erg -y 
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eine Zahl des Gitters I, so ist, wie in vor. Nr. gezeigt, das Produkt 
aus n in eine Zahl 7\ des konjugierten Gitters I’, d. i. in eine Zahl 
(41) eine Zahl von der Form (42), also eine Zahl in 9, und die Ge- 
samtheit all dieser Produkte, welche den sämtlichen Zahlen des 
Gitters I” entsprechen, ist ein Ideal j des quadratischen Körpers. 
In der Tat, wird eine Zahl eines beliebigen Gitters mit einer Zahl 
des Hauptgitters d. i. der Gesamtheit g multipliziert, so entsteht er- 
sichtlich wieder eine Zahl jenes Gitters, da jede Klasse durch Zu- 
sammensetzung mit der Hauptklasse unverändert bleibt. Ist also 
nn, eins der gedachten Produkte und y irgendeine Zahl in g, so ist 
auch 7/y eine Zahl des obengedachten konjugierten Gitters und des- 
halb 7:7,y=nn}-y eins jener Produkte, deren Gesamtheit wir 7 ge- 
nannt haben, und welche also — wie offenbar — einen Modul ganzer 
Zahlen des Körpers, und zwar mit der charakteristischen Eigenschaft 
der Ideale darstellt. Dies Ideal j heiße das aus der Zahl ner- 
zeugte Ideal und werde’als solches genauer durch 

IN)=1-T' 
bezeichnet. 

11. Sein eigentliches Verhältnis zur erzeugenden Gitterzahl aber 
wird durch den Satz ausgesprochen, daß dies Ideal j(n) die Ge- 
samtheit aller durch die Gitterzahl n teilbaren Zahlen 
in g sei. Dies leuchtet für den besonderen Fall, daß n eine Zahl 
des Hauptgitters, also selbst eine Zahl y in g ist, unmittelbar ein, 
denn dann ist das konjugierte Gitter ebenfalls das Hauptgitter, da 
die Hauptklasse nach der Gleichung YH-H = H sich selbst konjugiert 
ist, und demnach ist das aus y erzeugte Ideal 5j(y) die Gesamtheit 
aller Produkte aus y in die Zahlen des Hauptgitters oder in die 
ganzen Zahlen des Körpers und ist daher mit dem Hauptideale g9y 
identisch, welches aus den durch y teilbaren Zahlen in g besteht. 
Um aber den Satz allgemein zu erweisen, bemerke man einerseits, 
daß nach der Bildung des Ideals 7(n) seine Zahlen jedenfalls sämt- 
lich durch n teilbar und zu g gehörig sind; aber andererseits muß 
auch jede durch n teilbare Zahl in g dem Ideal 7(n) angehören. 
- Denn, ist „=»-n, eine durch n teilbare Zahl in g, mithin 7, eine 
Gitterzahl (Nr. 9), so folgt durch Multiplikation mit der. zu 7 kon- 
jugierten Zahl »/, wenn wieder 7-7"—= r gesetzt wird, 


FL]: Ragaz 7 "Y; 
wo rechts eine Zahl des zum Gitter I’ von n konjugierten Gitters I” 
steht, welche 
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heiße; folglich wird 
el (va _b+YD. a 


wo nun, da n, ganze Zahl sein soll, die Quotienten n2 - ganze 


Zahlen sein müssen, sich also n, als eine Zahl des Gitters I” und 
daher y sich als eine Zahl des aus n erzeugten Ideals ergibt. 

Hieraus geht weiter hervor, daß eine gegebene Gitterzahl n auch 
nur ein Ideal erzeugen kann, denn die Gesamtheit aller ganzen 
Zahlen des Körpers, welche durch n teilbar sind, ist eben nur eine 
eindeutig bestimmte. -. Dies kommt auf die beachtenswerte Tatsache 
hinaus, daß die verschiedenen Gitter außer dem Punkt O keinen ge- 
meinsamen Punkt haben können, denn sonst gehörte die von ihm ge- 
tragene Gitterzahl 7 zwei verschiedenen Gittern I‘, I, an und gäbe, 
mit den Zahlen der zu diesen konjugierten Gittern I”, I; zusammen- 
gesetzt, zwei offenbar verschiedene Ideale 7-I” und n-I, gegen das 
Bemerkte. 

12. Wenn nun jede Gitterzahl auf dem angegebenen Wege ein 
bestimmtes Ideal erzeugt, so läßt sich noch weiter zeigen, daß so 
auch sämtliche Ideale des Körpers hervorgebracht werden. In der 
Tat hat jedes Ideal die Form 


(43) je an 


worin >= D (mod.4a), seine sämtlichen Zahlen sind also 


D b D 
s( = y)=esia- oe (Va- .cH+ = y). 
Hier ist osYa eine Zahl von der Form 
— b-+YD 
Ad® — Ne > 
ev FE 
d.i. eine Zahl eines Gitters I’, zu welchem das Gitter I” der Zahlen 


von der Form 
| 22 b-YD 
—ı a 2 
0 I Et 


konjugiert ist. Die Zahlen des Ideals (43) entstehen also aus der 
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Zahl „=osya des Gitters T durch Zusammensetzung mit allen 
Zahlen des konjugierten Gitters I”, und daher wird das Ideal aus 
der Gitterzahl 7 erzeugt oder gleich 7(n). 

Indessen braucht ; nicht die einzige Zahl zu sein, von welcher 
es erzeugt wird. Wir wollen eine Gitterzahl e eine Einheit in © 
nennen, wenn sie das besondere Ideal qg erzeugt. Da dies letztere 
dann die Gesamtheit aller ganzen Zahlen des Körpers ist, welche 
durch e teilbar sind, und da die Eins in g enthalten ist, so ist offen- 
bar &e ein Teiler von 1; umgekehrt, wenn die Gitterzahl & solch 
Teiler ist, so ist auch jede ganze Zahl „=1-y des Körpers teilbar 
durch e und somit das von e erzeugte Ideal gleich g. Man darf 
demnach die Einheiten der Gesamtheit © auch als diejenigen ihrer 
Zahlen definieren, welche Teiler der Eins sind. 

Dies vorausgeschickt, läßt sich beweisen, daß alle assoziierten, 
d. h. nur um solche Einheitsfaktoren voneinander verschiedenen 
Gitterzahlen und nur sie ein- und dasselbe Ideal erzeugen. Es be- 
steht nämlich folgender Satz: Ist eine Gitterzahl n das Pro- 
dukt zweier Gitterzahlen „,,», so ist das vom Pro- 
dukten=n.:n erzeugte Ideal gleich dem Produkte der 
von den Faktoren erzeugten Ideale, in Zeichen: 

(44) ID) Im) IR). 

Denn, bezeichnen I‘, I,, I, die orientierten Gitter, denen die Zahlen 
2,91, resp. angehören, so ist I’ das zusammengesetzte Gitter I, -I,, 
denn es hat mit diesem die Zahl 7,7, gemeinsam, muß ihm also 
identisch sein, da, wie bewiesen, dieselbe Gitterzahl nicht verschiedenen 
Gittern angehört. Da nun die Regeln für die Zusammensetzung der 
Gitter mit denjenigen für die Zusammensetzung der Klassen überein- 
stimmen, demnach das Produkt zweier konjugierter Gitter gleich dem 
Hauptgitter ist, und umgekehrt zwei Gitter, welche miteinander zu- 
sammengesetzt das Hauptgitter ergeben, zueinander konjugiert sein 
müssen, findet sich sogleich, daß das zu I’ konjugierte Gitter I” 
gleich dem Produkte I\-Iy der zu I,, I, konjugierten Gitter ist. 
Aus der Bildungsweise eines Gitterproduktes folgt hiernach 


„I =YıN 1% =-n,n 1, 5, =uT %J: 
und daraus geht die Gleichung (44) hervor. 
Nun sei e eine Einheit in © und „=n,-e; dann folgt sogleich . 
ID) FI) IE IM) 9 
und, da ein Ideal durch Multiplikation mit g unverändert bleibt, 


Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 16 
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@)=J(m); assoziierte Gitterzahlen erzeugen also dasselbe Ideal. 
Umgekehrt, wenn 7,r, zwei zu den Gittern I‘, I, resp. gehörige 
Zahlen und die von ihnen erzeugten Ideale 7(n), 7(7.), d. h. die Ge- 
samtheiten der Zahlen in n-I” und n,-I\/ einander gleich sind, so 
folgt auch, daß | 

„II’=n IT, 
d.h. 

nn ll, 

und somit gewiß n7 durch n, teilbar, n„=n,-« ist, wo « eine Gitter- 
zahl; ebenso aber folgt auch n, teilbar durch „, ,n=»-f, wo auch 
ß eine Gitterzahl, demnach ist „=r-aß, wo auch «Pf eine Gitter- 
zahl sein wird (Nr.9); da sich hieraus aber N(«@ß) = 1 ergibt, sind 
mit «ß auch «, # Teiler der Eins, d. h. Einheiten in ©, und demnach 
n,, assoziiert. 

15. Eine Folge dieser Resultate ist die Erkenntnis, daß die 
Teilbarkeit einer Gitterzahl n durch eine andere Gitter- 
zahl n, vollkommen identisch ist mitderTeilbarkeit des 
aus n erzeugten Ideals durch das aus n, erzeugte Ideal. 
Denn einerseits folgt aus der ersteren, d. i. aus einer Gleichung 

N 77.1285 
in welcher auch , eine Gitterzahl ist, nach dem Satze voriger 
Nummer die Gleichung (44), d. i. die behauptete Teilbarkeit der 
Ideale. Andererseits besteht, wenn das aus n erzeugte Ideal durch 


4 
das aus n, erzeugte teilbar ist, eine Gleichung 


(45) I) I) IM); 

wo auch 7(,) ein Ideal ist, dessen erzeugende Gitterzahl wir n, ge- 

nannt haben; nach der Übereinstimmung zwischen der Bildung der 

Zahlen eines Idealproduktes und der Zusammensetzung von Gittern 

läßt vorstehende Gleichung sich aber schreiben, wie folgt: 
„I’=nn1j 155 


wenn I”, I/, I, die konjugierten derjenigen Gitter bezeichnen, denen 

die erzeugenden Gitterzahlen angehören, und man findet weiter 
7.215; dh 9,1 17255 

wo das Produkt I’I\ I, wieder die Gesamtheit der Zahlen eines 

“ Gitters darstellt, woraus n gewiß durch 7,,, a fortiori also auch 


durch n, teilbar hervorgeht. 
Nunmehr wollen wir eine Gitterzahl, welche keine von ihr selbst 
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verschiedene Gitterzahl, sie sei denn eine der ihr assoziierten, zum 
Teiler hat, eine Prim-Gitterzahl oder auch eine ideale Primzahl 
nennen, wobei jedoch die Benennung „ideal“ diejenigen Prim-Gitter- 
zahlen, welche etwa dem Hauptgitter angehören, nicht ausschließen 
soll. Für solche Zahlen schließen wir aus dem Voraufgehenden den 
Satz: 

Die idealen Primzahlen der Gesamtheit © sind die- 
jenigen ihrer Zahlen, welche Primideale erzeugen. In 
der Tat: ist (n) ein Primideal, so muß auch 7 eine ideale Primzahl 
sein, denn, wäre 7 zusammengesetzt, bestünde also eine Gleichung 
n=n,'7, in welcher n, eine nicht mit n identische oder assoziierte 
Gitterzahl bezeichnet, so ginge die Gleichung (44) hervor, der zufolge 
das Primideal j(n) einen davon verschiedenen Idealteiler 7(n,) besäße, 
was unmöglich ist. Ist dagegen j(n) kein Primideal, besteht dem- 
nach eine Gleichung (45), in welcher keins der Ideale zur Rechten 
gleich y, also keine der Zahlen n,,n, eine Einheit in © ist, so ergibt 
sich, wie dort gezeigt, n teilbar durch 7,72, d. h. gewiß durch eine 
von ihr verschiedene, ihr auch nicht assoziierte Zahl, und demnach 
kann auch n keine ideale Primzahl sein. 

Wir beweisen endlich diejenige Eigenschaft für 
die idealen Primzahlen, die stets für Primelemente 
charakteristisch ist, daß nämlich ein Produkt zweier 
Zahlen in &© nur dann durch eine ideale Primzahl teil- 
bar sein kann, wenn es einer seiner Faktorenist. Wenn 
sc eine ideale Primzahl bedeutet und es besteht eine Gleichung 


MN — 7, 
worin 7, 91,77 Gitterzahlen bedeuten, so folgt daraus die andere 
Gleichung | 
I) IR) TI) IM), 
derzufolge nach den für Ideale geltenden Teilbarkeitsregeln einer der 
Faktoren zur Linken, etwa j(n,) durch das Primideal 7() teilbar 


sein muß; dann muß aber nach dem im Anfang der Nummer Be- 
wiesenen auch n, durch :r teilbar sein, w.z.b. w. 


14. Durch die nunmehr erhaltenen Sätze sind wir in den Stand 
gesetzt, für die Zahlen in © genau so, wie es für die rationalen 
ganzen Zahlen sowie für die Ideale der Fall war, ihre eindeutige 
Zerlegbarkeit in ideale Primfaktoren zu erweisen. Zunächst enthält 
jede Zahl n in © einen idealen Primfaktor . Ist sie nämlich nicht 


selbst eine solche Primzahl, so hat sie jedenfalls eine ihr nicht 
16* 


a 
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\ \ 1 x er 2 AR u; 





244 II. Abschnitt. Der quadratische Zahlenkörper. 


- assoziierte Zahl 7, zum Teiler, so daß n=n,n® gesetzt werden 
kann, während »® eine Gitterzahl bezeichnet, die keine Einheit in © 
ist, ebenso „=n:n®, , =n,-n® usw. fort, solange noch keine der 
Zahlen 1,,079,73, ... eine ideale Primzahl ist. Dieser Prozeß muß 
aber nach einer endlichen Anzahl von Schritten endigen, denn aus. 
den erhaltenen Gleichungen folgen diese anderen: 
Id) EIN) =: > 

in denen die auftretenden Idealfaktoren von.g verschieden sind und 
daher nicht in unendlicher Anzahl auftreten können, da das Ideal 7(n) 
nur eine endliche Anzahl von Idealteilern hat. Demnach führt der 
Prozeß endlich eine Zahl 7,—= x herbei, welche eine ideale Primzahl 
ist und einen Primteiler von n darstellt. 

Setzt man demgemäß n=:n,, wo n, wieder eine Zahl in © 
bezeichnet, so kann auf diese die gleiche Betrachtung angewendet 
und ein Primteiler »., derselben nachgewiesen werden, so daß, = x: 
gesetzt und nun ebenso weiter geschlossen werden kann. Da aus 
gleichem Grunde wie vorher auch dieser Prozeß nicht unendlich fort- 
laufen kann, so erlangt man endlich eine Zerlegung der Zahl 7 in 
eine endliche Anzahl von idealen Primfaktoren, d. i. eine Gleichung 
wie diese: 

(46) | NZNT-Ty Tg s.. 70. 


Der Schlußsatz der vorigen Nummer verstattet aber endlich zu 
zeigen, daß eine solche Zerlegung der Zahl n in ideale Primfaktoren 
wesentlich auch nur auf eine einzige Weise möglich ist. Dies geschieht 
genau wie in der Theorie der rationalen ganzen Zahlen. Wäre 
nämlich eine zweite Zerlegung 


(47) NEW... 
vorhanden, mithin 
(48) THEM rn 


so müßte, da dieser Gleichheit zufolge das Produkt zur Linken durch 
die ideale Primzahl « teilbar ist, einer seiner Faktoren, etwa z den 
Teiler x haben, der somit, da er keine Einheit und v Primzahl ist, 
nur mit 7 assoziiert sein kann; setzt man demgemäß x —= zıe, wo & 
eine Einheit in © bezeichnet, so geht aus der voraufgehenden 
Gleichung die andere: 


7L] Tg... 7, Eh % EU KT 


hervor, die nun ebenso behandelt werden kann, usw. Man erkennt 
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hieraus allmählich, daß in den beiden Zerlegungen (46) und (47) die 
Primfaktoren einzeln einander gleich oder doch assoziiert sein müssen 
und ihre Anzahl also die gleiche ist. Dasselbe folgt aus der Ein- 
deutigkeit der Zerlegung eines Ideals in Primidealfaktoren, wenn man 
die Gleichung (48) durch die ihr äquivalente: | 
I) I): IE EI) IM: - 3%) 

ersetzt. Betrachtet man also zwei Zerlegungen als nicht wesentlich 
voneinander verschieden, wenn die Faktoren der einen denen der 
anderen zwar nicht gleich, doch assoziiert sind, so läßt sich folgender 
Satz aussprechen, welcher dem Fundamentalsatze von der Zer- 
legung ganzer Zahlen völlig konform ist: 

Jede Zahl der Gesamtheit © läßt sich stets und 
zwar nur auf eine wesentlich eindeutige Weise als ein 
Produkt idealer Primzahlen dieser Gesamtheit dar- 
stellen. | 

Was von den sämtlichen Zahlen der Gesamtheit © gilt, das gilt 
insbesondere auch für die in ihr enthaltenen ganzen Zahlen 
des quadratischen Körpers $: ‘auch diese gestatten 
eine wesentlich eindeutige Zerlegung in Primfaktoren 
der gedachten Art, und so sehen wir die Aufgabe, welche schon 
in Nr. 1 des letzten Kapitels aufgeworfen und in diesem Kapitel 
wieder aufgenommen worden ist, nunmehr in demselben Sinne gelöst, 
wie in der rationalen Zahlentheorie. Und doch findet ein wesentlicher 
Unterschied statt. An der erst angeführten Stelle ist die Tatsache 
festgestellt, daß eine ganze Zahl y des quadratischen Körpers 8 
nicht stets auf eindeutige Weise in Faktoren zerlegbar ist, die 
ihrerseits unzerlegbar sind, wenn anders diese Faktoren ebenfalls 
als ganze Zahlen dieses Körpers gedacht werden; und in der 
Tat ist der obige Satz nur dadurch von uns erlangt worden, daß wir 
das Gebiet g der ganzen Zahlen des Körpers zum Gebiete © aller 
Gitterzahlen erweiterten und die „idealen Primzahlen“ dieses Ge- 
bietes als Elemente der Zerlegung der Zahl y zuließen. Man muß 
also, wie man zu sagen pflegt, den ganzen Zahlen des Körpers oder 
den Hauptgitterzahlen die Nebengitterzahlen adjungieren, um die 
gestörte Gleichmäßigkeit in den Teilbarkeitsgesetzen des quadratischen 
Körpers wiederherzustellen: der obige Fundamentalsatz besteht für 
die ganzen Zahlen des quadratischen Körpers nur. dann, wenn 
ideale Primfaktoren eingeführt werden, welche erst die eigent- 
lichen Grundelemente der Zerlegung ausmachen. Doch hat man wohl 
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zu beachten, daß diese idealen Faktoren durchaus nicht bloß ein un- 
greifbares Imaginäres, sondern in Wirklichkeit existierende 
ganze algebraische Zahlen sind und nur deshalb den „wirklichen“ 
ganzen Zahlen gegenüber als „ideal“ benannt worden sind, weil sie 
nicht auch, wie diese, Zahlen des Körpers sind. 

Aus der letzten Nummer des vorigen Kapitels entnehmen wir 
leicht noch endlich den Umstand, daß jede rationale Primzahl p», 
welche in der Diskriminante D aufgeht, das Quadrat einer idealen 
Primzahl, jede nicht in D aufgehende Primzahl aber entweder das 
Produkt aus zwei konjugierten idealen Primzahlen oder selbst als 
eine solche anzusehen ist, je nachdem die Kongruenz 2?= D (mod.4p) 
auflösbar ist oder nicht. — 

Mit diesen Betrachtungen beschließen wir unser Werk, da mit 
ihnen die Elemente der Theorie des quadratischen Körpers bzw. 
der quadratischen Formen in ihren wesentlichen Stücken zur Dar- 
stellung gekommen sind. Für die höheren Teile dieser Theorien, 
die Bestimmung der Anzahl der Ideal- oder Formenklassen, deren 
Verteilung in Geschlechter und die Anzahl der letzteren u. a. m. sei 
der Leser auf andere Werke verwiesen, wie u. a. auf Dirzchlets Vor- 
lesungen über Zahlentheorie, herausgegeben von Dedekind, 4. Aufl. 
1894, des Verfassers Analytische Zahlentheorie, 1894, seine Allgemeine 
Arithmetik der Zahlenkörper, 1905, sowie Helberts Bericht über die 
Theorie der Zahlkörper im 4. Jahresberichte der Deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung, 1897, endlich auch J. Sommers Vorlesungen 
über Zahlentheorie, 1907. 
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Abbildung der Zahlenebene durch |Darstellung einer Zahl durch eine 


hyperbolische Maßbestimmung 111f. 

Algorithmus, Euklidischer, s. Euklid. 

Ambige 235. 

Anceps, s. Olassis, 

Analysis, Diophantische, s. Diophant. 

Äquivalenz zweier Linearformen 
67. 

Äquivalenz zweier quadratischer 
Formen 103ff.; eigentliche und un- 
eigentliche Äquivalenz 104; Identität 
mit der Äquivalenz ihrer gleichnamigen 
Wurzeln 122; Beziehung zur eigent- 
lichen Darstellung einer Zahl durch 
eine Form 106; Transformation einer 
Form in eine ihr äquivalente 187; Ent- 
scheidung über die Äquivalenz zweier 
Formen 129, 137f., 166f.; Punktgitter 
äquivalenter Formen 117. 

Aquivalenz zweier Ideale 167f. 

Äquivalenz zweier Zahlen 89 ff.; 
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valenz 90; Bedingung für. die Äqui- 
valenz 91f.; Einteilung äquivalenter 
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Klassen in der Gesamtheit @ 127; 
Kettenbruchentwicklung äquivalenter 
Zahlen 91ff. 

Arndt 227. 

Azimut 231. 


Basis des Moduls [e,5] 67; des qua- 
dratischen Körpers 148; eines zwei- 
gliedrigen Moduls im quadratischen 
Körper 155. 


Classis anceps 235. 


quadratische Form 100ff.; eigentliche 
Darstellung 100; notwendige Bedingung 
dafür 101; Beziehung zur eigentlichen 
Äquivalenz zweier Formen 106; sämt- 
liche Darstellungen einer Zahl durch 
eine gegebene Form 188f.: numerisches 
Beispiel hierzu 189 ff.; Darstellung einer 
Zahl des quadratischen Körpers durch 
zwei unabhängige Zahlen 148. 
DarstellungsgruppeeinerZahldurch 
eine quadratische Form 102, 188. 
Dedekind 163, 200, 218, 227, 246. 
Determinante einer quadratischen 
Form (Gauß), s. Diskriminante. 2 
Diophant 96; Diophantische Analysis 
96; Diophantische Gleichung %6, s. a. u. 
Gleichung. 
Dirichlet 227, 246. 
Diskriminante einer quadratischen 
Form 98ff.; einer Basis des quadra- 
tischen Körpers 149; des Moduls g 152; 
eines zweigliedrigen Moduls m in g 
156. 


Einheiten des quadratischen Körpers 
177; Bestimmung sämtlicher Einheiten 
178ff.; ihre Anzahl 178f., 184; Pro- 
dukt zweier Einheiten 183; Einheiten 
in der Gesamtheit aller Gitterzahlen 241. 

Einige Ideale 221; Produkt zweier 
solcher 222ff.; Beziehung dieses Pro- 
duktes zur Komposition der zugeordneten 
quadratischen Formen 226f. 

Einige Formen 222. 

Eisensteins Regel zur Bestimmung 
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| von (7) 60 ff. 
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Elementarparallelogramm eines 
Punktgitters 69; für das Gitter einer 
reduzierten Form 130f. 

Endliche Gruppe 228. 

Ergänzungssätze der quadra- 
tischen Reste, s. Legendresches 
Symbol. 

Euklidischer Algorithmus 6; zur 
Bestimmung des größten gemeinsamen 
Teilers zweier Zahlen 7; Vereinigung 
mit dem verallgemeinerten Reziprozitäts- 
gesetze 60f.; zur Lösung unbestimmter 
Gleichungen ersten Grades 73; zur 
Kettenbruchentwicklung 78. 

Euklidischer Fundamentalsatz 
für teilerfremde Zahlen 8. 

Euler 46, 96, 178; Verallgemeinerung 
des Fermatschen Satzes 29. 

Eulersches Kriterium für den Rest- 
charakter einer Zahl 38ff. 

Exponent zu dem eine Zahl (mod.») 
gehört 30 ff.; Eigenschaften dieses Ex- 
ponenten 30f.; Exponent p —1 31ff. 

Exponent zu dem eine Idealklasse 
gehört 174. 


Faktorenzerlegung im quadra- 
tischen Körper 176, 200ff.; Mehr- 
deutigkeit der Zerlegung 200, 245. 

Faktorenzerlegung von Ildealen 
206; Identität von Faktor und Teiler 
eines Ideals 203. 

Fermat 29,178; Fermatscher Satz, Ver- 
allgemeinerung durch Euler 29, 36; 
anderer Beweis 38; Fermatscher Satz 
im quadratischen Zahlenkörper 212; 
Fermatsche Gleichung, s. Pellsche 
Gleichung. 

Formen, lineare 65ff., ». a. u. Linear- 
form; quadratische 96ff.; binäre qua- 
dratische Formen 96; Gaußsche Theorie 
der quadratischen Formen 97ff.; be- 
stimmte Formen (forma definita) 98; 
unbestimmte Formen (forma indefinita) 
99; primitive Formen 100; benachbarte 
125; einander entgegengesetzte 117; re- 
duzierte 126, 138; einige 222; Kompo- 
sition solcher 226; äquivalente, ihre 
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geometrische Deutung durch Punkt- 
gitter 106ff., s. a. u. Äquivalenz; Formen ° 
mit gleicher Diskriminante 99; mit 
negativer Diskriminante, ihre geo- 
metrische Deutung 106ff.; mit posi- 
tiver Diskriminante, ihre geometrische 
Deutung 110ff.; Zerlegung einer qua- 
dratischen Form in zwei komplexe 
Linearfaktoren 109; Beziehung der 
Formen zur Pellschen Gleichung 185 ff. ; 
Beziehung zu Idealen 219f. 
Frobenius49; Vereinfachung des Zeller- 
schen Beweises des Reziprozitätsgesetzes 
der quadratischen Reste 54ff. 
Fundamentaleinheit im quadra- 
tischen Körper 184; Beziehung zu den 
anderen Einheiten 184. 
Fundamentalklassen von Formen 
und Idealen, Darstellung aller anderen 
Klassen durch diese 228 f. | 
Fundamentalsatz von der Teil- 
barkeit ganzer Zahlen 10. 
Fundamentalsatz von der ein- 
deutigen Zerlegbarkeit eines 
Ideals in Primidealfaktoren 207 ff. 
Funktion p (m) 20ff. 
Funktion u (m) 23ff. 


Ganzes, größtes in einem Bruche 5. 
Gauß 14, 46f., 96ff., 109, 117, 129, 235. 


Gaußsche Klammer 74ff.; Zu- 
sammenhang mit dem Kettenbruch für 
z 78ff., 82. 


Gaußsches Lemma 42ff.; zum Beweis 
des Reziprozitätsgesetzes der quadra- 
tischen Reste 46ff.; andere Deutung 
durch Lange 49f. 

Gegenbauer (0. 

Gehören zu einem Exponenten, s. Ex- 
ponent. 

Gesamtheit @ 122; Darstellung jeder 
positiven Zahl in Q durch einen peri- 
odischen Kettenbruch 135. 

Gitter, zur geometrischen Deutung der 
Linearformen 68ff.; zur Deutung der 
quadratischen Formen 107ff.; kon- 
jJugierte Gitter 236; Grundpunkte des 
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Gitters 108; Haupt- und Nebengitter 
von Formen 229; Orientierung der 
Nebengitter gegen das Hauptgitter 232 ft. 
Gitterzahlen, konjugierte 109, 111; 
assoziierte 241f.; Gitterzahlen für die 
Hauptform mit der Diskriminante 
D 154; Gesamtheit aller Haupt- und 
Nebengitterzahlen 236; Primgitterzahl 
243, s. a. ideale Primzahl. 
Gleichung, unbestimmte 1. Grades 70; 
ganzzahlige Auflösung 7Off.; Beschrän- 
kung auf die Gleichung aa —by=1 
72; Lösung mittels Kongruenzen 72f.; 
Lösung mittels des Euklidischen Algo- 
rithmus 73ff.; Lösung mittels Ketten- 
brüchen 83ff.; unbestimmte Gleichung 
2. Grades 96; Pellsche Gleichung, 
s. Pell. 
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Grundtatsache der Zahlentheorie 5. 
Grundzahl des quadratischen 
Körpers 15. 
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Ideal- oder Formenklassen 228. 
Gruppentheorie, Satz aus dieser 228. 


Halbeinheiten 
Körper 177. 

Hauptform mit der Diskriminante D 
119 £. 

Hauptgitter, s. Gitter. 

Hauptideal 169, 200ff.; als Produkt 
zweier Ideale 175. 

Hauptklasse äquivalenter Formen 
119, 228; Hauptklasse von Idealen 168. 

Hilbert 246. 

Hurwitz, H, 141. 

Hyperbolische Maßbestimmung in 
der Ebene 112; hyperbolischer Abstand 
zweier Punkte 112, 234. 


im quadratischen 


Ideal des quadratischen Körpers 163; 
Gestalt des Ideals 164; Erzeugung aus 
einer Idealzahl 238 ff.; Erzeugung sämt- 
licher Ideale auf diese Weise 240f.; 
Zuordnung einer quadratischen Form 
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Aquivalenz; Produkt zweier. Ideale 
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170; Teilbarkeit eines Ideals durch ein 
anderes 20lff.; relativ prime Ideale 
204; Sätze über solche 205f.; Beziehung 
zwischen Idealen und quadratischen 
Formen 219f.; einige Ideale 221, 227; 
Multiplikation zweier solcher 226; Be- 
ziehung zwischen der Multiplikation 
zweier Ideale und der Komposition der 
zugeordneten quadratischen Formen 
226f. 

Idealklassen 168; ihre Anzahl 168; 
Zusammensetzung von solchen 171; 
Potenz einer solchen 171; reziproke 
Idealklassen 174, 234. 

Ideale Zahlen 237; ihre Teilbarkeit 
238; Beziehung zu den Idealen 238f. 

Index einer Zahl bezogen auf eine 
primitive Wurzel (mod.p) 34; Eigen- 
schaften 341. 

Irrationalzahl 83. 


Jacobisches Symbol 56; Eigen- 
schaften 56 ff. ; Eindeutigkeit nur für den 
Nichtrestcharakter einer Zahl 64. 


Kettenbruch”7&ff. ‚symbolische Schreib- 
weise 78; Teilnenner 78; Näherungs- 
brüche 7&ff.; Algorithmus zur Bildung 
der Näherungsbrüche 80f.; Näherungs- 
brüche gerader und ungerader Ordnung 
82f.; unendlicher Kettenbruch 81ff.; 
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Schlußnenner des abgebrochenen un- 
endlichen Kettenbruchs 92; Ketten- 
brüche irrationaler Zahlen 91ff.; äqui- 
valenter Zahlen 92f.; Kettenbruch- 
entwicklung der Wurzeln einer qua- 
dratischen Form 131f.; Kettenbrüche 
bei Zusammensetzung von linearen Sub- 
stitutionen 86ff.; zur Bestimmung der 
Einheiten des quadratischen Körpers 
179 ff. 

Klassen äquivalenter Formen 
105; ihre Anzahl bei negativer Diskri- 
minante 127; ihre Anzahl bei positiver 
Diskriminante 137; Punktgitter einer 
solchen Klasse 117; Beziehung zwischen 
Formenklassen und Idealklassen 168. 
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Klassen äquivalenter Zahlen in 
Q 122. 

Klassen kongruenter Zahlen im 
quadratischen Körper 159; ihre Anzahl 
159£.; Wahl eines Primideals als 
Modul’209; weitere Anwendung 212f. 

Klassen von Idealen, s. Idealklassen. 

Klein, F. 141, 236. 

Kommutative Gruppe 228. 

Komplexe Größen, geometrische Dar- 
stellungsweise 109. 

Komposition quadratischer Formen 
226f.; Komposition von Formenklassen 
228. 

Kongruenz 14; Rechenregeln 14f.; 
Wurzeln 17; ihre Anzahl 17; Grad 
einer Kongruenz 17; Kongruenz ersten 
Grades, Anzahl der Wurzeln 26ff.; 
binomische Kongruenz 36; quadratische 
36; Anwendung zur Lösung der Dio- 
phantischen Gleichungen 72f.; Aus- 
dehnung des Kongruenzbegriffs auf den 
quadratischen Körper 159, 209; Kon- 
gruenzen nach einem Primidealmodul 
209ff.; ihre Eigenschaften 210£, 

Konjugierte Gitter 236. 

Kronecker 60, 228. 


Lagrange 96, 179. 

Lange, Deutung des Gaußschen Lemmas 
49f.; Beweis des Reziprozitätsgesetzes 
der quadratischen Reste 50 ff. 

Lebesgue 60. 

Legendre 46, 53, 96; Legendresches 
Symbol zur Entscheidung des Rest- 
charakters einer Zahl (mod.p) 39 f£.; 
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fundamentale Eigenschaften des Le- 
gendreschen Symbols 39£.; Wert der 
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zweigliedriger Modul im quadratischen 
Körper 155 ff.; Identität zweier solcher. 


Moduln 156; sämtliche Moduln ing _ 


157 £.; viergliedriger Modul 222. 
Multiplikation zweier Ideale, s.. 
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Näherungsbruch, =. u. Ketten- 
bruch. 
Nebengitter von quadratischen Formen, 
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zahl (mod. p) 39; Produkt zweier 40. 
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Moduls 160; Beziehung zwischen den 
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Normalfigur für das Haupt- 
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‚Ordnung eines zweigliedrigen Moduls 
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Auflösung 178 ff., 181 ff; Fundamental- 
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Primzahl 243; charakteristische Eigen- 
schaft 243. 
Punktgitter, s. Gitter. 
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126; ihre geometrische Deutung für 
D<O 129ff.; für D>O 141ff. 
Repräsentantensystem für die 


Klassen äquivalenter Formen 105, 126; 
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Zahlen im quadratischen Körper 159 f.; 
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klasse 219 f. 
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Anzahl der quadratischen Teilerfremde Zahlen zu m, ihre, An- 
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Restklassen 18f.; ihre Repräsentanten 
19. 
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kongruenter Zahlen (mod. m) 19; System 
der kleinsten positiven Reste 19; der 
absolut kleinsten Reste 19; reduziertes 
20; im quadratischen Körper 212. 
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Kettenbruch. 

Sommer 246. 
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aller dieser 86; unimodulare Linear- 
substitution 86; Zusammensetzung von 
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125; hte Potenz einer Substitution 88; 
bilineare Substitution 226. 

Sylvester 60. 
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Teilbarkeit im quadratischen Körper 
175, 200ff.; eines Ideals durch ein 
anderes 201; der Ideale und ihrer Normen 
214; der ganzen Zahlen des quadratischen 
Körpers 219; sämtlicher Gitterzahlen 
236 ff.; einer Gitterzahl durch eine 
andere 242. 

Teiler einer Zahl 3; komplementäre 3; 
kleinster 4; gemeinsamer zweier Zahlen 
5; größter gemeinsamer 7, 10f.; der 
Zahl 1 177; eines Ideals 202; Identität 
von „Faktor“ und ‚Teiler‘ eines Ideals 
203; gemeinsamer Teiler zweier Ideale 
203 f.; größter gemeinsamer 204. 


zahl 9 (m) 20 ff.; En Eiganschätten und Be- 
rechnung von He 21 ff. 
Teilnenner, s. Kettenbruch. 
Transformation, lineare einer Linear- 
form 6dff.; geometrische Deutung 67 ff.; 
unimodulare Transformation - 85; zu- 
sammengesetzte 89; Transformation einer 
quadratischen Form 102 ff.; unimodulare 
103; automorphe 186 f.; Transformation _ 
einer Form in eine ihr äquivalente 187. 


Vektor 67, 109. 

Vielfaches, gemeinsames zweier Zahlen 
11; kleinstes gemeinsames 11 ff. ; gemein- 
sames zweier Ideale 204; kleinstes ge- 
meinsames zweier Ideale 205. 


Wilsonscher Satz 38. 


Zahlen, natürliche, ganze, gebrochene, 
rationale 1; unzerlegbare und zusammen- 
gesetzte 4; teilerfremde — relativ prime 
8; äquivalente, s. u. Äquivalenz; irra- 
tionale 83; Kettenbrüche solcher 91 ff; 
reduzierte für D<0 124; für D>0133; 
Anzahl der reduzierten Zahlen 133f; 
Kettenbruchperioden reduzierter Zahlen 
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Zahlen des quadratischen Körpers 147; 
assoziierte Zahlen 176; ideale Zahlen 
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237, deren Teilbarkeit 238; ihre Be-| 
-ziehung zu den Idealen 238 f. 
Zahlenkörper, rationaler 1; quadrati- 
scher '146; der quadratische enthält den 
rationalen 146; Beziehung des quadra- 
tischen Zahlenkörpers zur Theorie der 

quadratischen Formen 96, 154. 

Zahlenmodul, s. Modul. 

Zahlenring, s. Ordnung. 

Zeller 49; Beweis des Reziprozitäts- 
gesetzes der quadratischen Reste in der 
Fassung von Frobenius 54 ff. 

Zerlegbarkeit, eindeutige, eines Ideals 





in Primidealfaktoren 207 ff.; desgl. de 
Ideals gp 218; eindeutige ER 
sämtlicher Gitterzahlen in ideale Prim 
faktoren 245; derselbe Satz für die 
ganzen Zahlen ar quadratischen Körpers 
245; Zerlegung einer rationalen Prim: 
zahl 246. \ 
Zusammensetzung von Substitutionen 
86 ff., 125; von Transformationen 89; 
von Forma 228; geometrischä 
Deutung hiervon 229; Zusammensetzung 
von Gittern 230 ff., 241; von entgegen- 
gesetzten Formen 235, Ä | 














